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2  Willig:  Einf9cl\$^Q}nstructione.n  ßir  eine  Reihe  ven 

Punkt,  in  welchem; j^ .Von  /  geschnitten  wird,  eine  Parallele  zu  x^ 
so  ist  der  Ort  des.  Schnittpunktes  dieser  zwei  Parallelen  bei  ver- 
änderlichem'».eine' IJnicursalcurve  dritter  Ordnung. 

Bew^iV-.Wählt  man  x  und  y  zu  Coordiuatenaxen,  so  findet  man 

aus  der*OJio!chung  der  Parabel 
•  -     *, 


■  •    • 


.;{wb*i«  und  V  die  Goordinaten  der  Tangente  sind)  die  Gleichung  des 
Cfesuchten  Ortes,  indem  mau 

M  = und    V  —  — 

X  y 

setzt ;  denn  die  Abschnitte,  welche  die  Parabeltangente  auf  den  Axen 
bildet,  sind  bei  der  angegebenen  Wahl  des  Coordinatensystems  gleich 
den  Goordinaten  des  Punktes,  dessen  Ort  untersucht  werden  soll. 

Man  findet  die  Gleichung 


Discussion  dieser   Gleichung. 

Jede  Gerade  des  Büschels  y  =  Ix  hat  im  Punkte  0  |  0  zwei 
Punkte  mit  dieser  Gurve  dritter  Ordnung  gemeinsam;  folglich  ist 
0  I  0  ein  Doppelpunkt. 

Um  die  Art  dieses  Doppelpunktes  zu  erkennen,  zerlegt  man  die 
quadratischen  Glieder  der  Gleichung,  nämlich  den  Ausdruck 

in  lineare  Factoren.  Setzt  man  jeden  derselben  gleich  null,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen  der  Tangeuten  im  Doppelpunkte.  Die- 
selben sind 

real  und  verschieden 

real  und  sich  deckend 

imaginär 

wenn  die  Discriminante 

f    positiv    1 
null         >     ist. 
negativ   ) 

Die  zu  discutirende  Gleichung  stellt  also  Gurven  mit  einem 
Knotenpunkt,  Rückkehrpunkt  oder  isolirten  Punkte  dar. 
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Der  Aasdruck  (aisy+^ss^)^^  lehrt,  dass  sämtliche  Asymptoten 
real  sind.  Zwei  derselben  lanfen  zu  den  Goordinatenaxen  nnd  die 
dritte  zar  Geraden 

parallel. 

Um  die  Asymptote  zu  finden,  welche  zur)  ^Axe  parallel  läuft, 
setzt  man  in  der  gegebenen  Gleichung  x  =  m  und  y  » oo.  Man 
findet  aus 


dass 


a 


m  — 


11 


2a 


13 


Um  die  zur  ar-Axe  parallele  Asymptote  zu  finden,   setzt  man  in 
der  gegebenen  Gleichung  y  =  n  und  a;  »  no.    Man  findet,  dass 


n  — • 


ja« 
2a 


23 


Um  endlich  die  zu 


parallele  Asymptote  zu  finden,  setzt  man 


^lilfi-^hs^ '^^  Py     lim-— und    ««oo 

X  aj3 


Man  findet,  dass 


2^18  «i8 


wolflr  man  auch  schreiben  kann 


P== 


2A 


J  ^ 


wenn 

^1      ^It      «18 

^«      <»M     ö«8 
«18     «»      0 

die  A4jnncta  von  J  ist. 


jt 


und 


^u    ^ 


'it 


'18 


11      -^18 

A^    A 


'88 


28 


'88 


Um  zu  zeigen,  wie  man  in  jedem  Punkte  der  gefundenen  Curven 
dritter  Ordnung  die  Tangente  construirt,  wird  angenommen,  dass 
der  Parabeltangente  u  \  v  (mit  dem  Contact  x  \  y)  der  Punkt  JT  |  y, 
dessen  Tangente  die  Coordinaten  U  \  V  besitzt,  entspreche. 


Nun  ist 
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1.     i*x-}~*^y"t"l  "•  0 

2.    ux-^vr+1  ^0 

3.     uX+1  «  0    und 

Weil  X  I  y  der  Berührangspunkt  von  u\v  ist,   findet  die   Be- 
ziehung statt: 

5.  xdu-^ydv  —  0 

und  weil    U\  V  die  Tangente  im  Punkte   X  |  r  ist ,   existirt  die 

Gleichung : 

6.  UdX+  VdY  «  0 

Ferner  folgt  aus  Gleichung  (3)  die  Bedingung 

7.  udX+Xdw^O^ 
und  aus  (4) 

8.  vdY+  Ydv  «  0 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  du^  dr,  dx,  c2F,  X  und 
F,  so  ergiebt  sich,  dass 

U  ^  —  XU*    und  V  =  —  yv* 
Setzt  man 

1  1.1  .        1        « 

so  sind  a  und  &  die  AbschnHte,  welche  die;  Parabeltangente,  und  Aj 
B  die  Abschnitte,  welche  die  entsprechende  Tangente  der  Curve  dritter 
Ordnung  auf  den  Axen  bildet. 


Da  nun 


X 


so  ist  die  Strecke,  welche  irgend  eine  Tangente  der  Curve  dritter 
Ordnung  auf  der  or-Axe  abschneidet,  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Abscisse  des  entsprechenden  Parabclpunktcs  und  dem 
Abschnitte^auf  der  j'-Axo,  welchen  die  Parabeltangente  dieses  Punktes 
bildet.  Ebenso  ist  B  mittlere  Proportionale  zwischen  y  und  b.  Es 
ist  jedoch  schon  hinreichend,  A  zu  bestimmen,  um  die  Tangente  im 
Punkte  A'  I  y  zu  construiren. 

Um  die  Gleichungen  für  nachstehende  Fälle  zu  finden,  setzt  man  in 
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nnd  ersetzt  dann  ü  durch nnd  V  dnrch .    Man  findet 

X  ff 

anzuwenden  für  Ta  ^  0,    ß  =  o\  («  <  0,  jJ  >  0),  LsO,  ß^'^^paj 

Hier  sind  u  \  v  die  Coordinaton  der  beweglichen  Parabeltangente  in 
Bezug  auf  ein  bestimmtes  System,  U\  V  dieselben  bezüglich  eines 
neuen  Systems,  dessen  Axeu  parallel  den  ursprünglichen  sind,  und 
dessen  Anfangspunkt  or  |  ß  ist. 

Die  Art  des  Doppelpunktes  ist  bei  diesen  5  Carven  Ton  dem 
Vorzeichen  des  Ausdruckes  ß*  —  2pa  abhängig. 

Liegt  ff  I  /?  (  innerhalb   I 

auf  [  der  Parabel,  so  ergiebt  sich  ein 

ausserhalb  « 
isolirter  Punkt  ) 
Rückkehrpunkt  | . 
Knoten  ' 

In  ebenso  einfacher  Weise  lassen  sich  die  Gleichungen  für  die 
Curven  6  bis  12  aufstellen. 

2.  Methode 

Lehrsatz.  Wählt  man  auf  einem  Kegelschnitte  den  Punkt  O^ 
nnd  beliebig  in  der  Ebene  die  Punkte  O,  und  O3,  verbindet  O^  und  Og 
mit  einem  beliebigen  Punkte  P  des  Kegelschnittes  und  zieht  durch 
^3  die  Parallele  zu  0,P,  so  ist,  wenn  Pden  Kegelschnitt  beschreibt, 
der  Ort  des  Punktes,  in  welchem  O^P  diese  Parallele  schneidet,  eine 
Unicursalcurve  dritter  Ordnung  '). 

Beweis.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges  zweiaziges  Coordinaten- 
system  mögen  O, ,  O^  und  O3  die  Goordinaten  ^1  |  ^j ,  r^  \  y%  und 
'9  I  ys  besitzen. 

Der  in  Betracht  kommende  Kegelschnitt  möge  durch  die  beiden 
projectivischen  Büschel 

Ä+Ay  —  0    und    y+^C2p+qx)  —  0' 

definirt  sein;  er  hat  also  die  Gleichung 

y'  =  2px  -f-  qx^ 

1)  Man  wflrde  auch  eine  Universalcurve  dritter  Ordnung  erhalten,  indem 
nan  eine  Parallele  zu  O^P  dnrch  O,  zieht  nnd  ihren  Sehnittpunkt  mit  O^P 
anflocht. 
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IHjperbelj  i  pontiv  \ 

Parabel    >  dar,  wenn  q  l  null       >    ist,    ond 
Ellipse     I  (  negati?  i 

wenn  das  CoordinatensTstein    rechtwinkelig  ist,   so   stellt   sie  für 
)  =  ^  1  einen  Kreis  dar. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  O^  mit  dem  Schnitipuiikte 
P  der  entsprechenden  Strahlen 

x+lyr=0    and    y+l(2p+«r)-0 

rerbindet,  hat  die  Form 

wo  fi  eine  Constante  ist,  die  sich  ergiebt,  indem  man  in  diese  Glei- 
chung die  Coordinaten  von  O^  einträgt  fi  wird  also  ans  der  Gleichung 

berechnet    O^P  hat  mithin  die  Gleichung 
wo 

Pf  '« 

Da  die  Allgemeinheit  der  Entwickelnng  nicht  beeinträchtigt  wird, 
so  möge  O,  der  Punkt  x  *— 0,  y  =  0  sein,  d.h.  O^  möge  der 
Scheitel  des  Bflschels 

x+iy  =  0 

•ein,  welcher  bei  schiefwinkeligen  Coordinaten  jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnittes sein  kann. 

0|P  hat  dann  die  Gleichung 

x+iy-0 
und  die  durah  O^  zu  0,P  gezogene  Parallele  hat  die  Gleichung 

Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  derjenigen  fftr  O^ 
die  Grösse  i.  so  findet  man  die  Gleichung  dos  ru  untersuchenden 
Ortes.    Dieselbe  lautet: 
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Discnssion    dieser  Gleichung. 
Jede  Gerade,  deren  Gleichung  die  Form  hat 

schneidet  die  gefundene  Cnrve  dritter  Ordnung  in  den  Punkten,  die 
ans  den  Systemen: 

y— ys  =■  ^(«-i»-»)  ; 


und 

=  0 


gefunden  werden. 

Das  erste  System  hat  zwei  gleiche  Lösungen ,  nämlich   9^3  |  y^ 
O3  ist  mithin  ein  Doppelpunkt 

Setzt  man 

Ä—  »3  =  X    und    y — ^3  -=■  Y 

so  geht  die  Gleichung  der  zu  discutirenden  Curve  über  in 
[(Yxt)  +  (ysX,)]Y*+2p(x,--x^)XY 

~[2p(y3-y»)+9(i^^i)+(/(y3'^)]^*  -  0  (i) 

Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  werden  dann  aus  der  Gleichung 

gefunden. 

[  real  und  verschieden     j 
Dieselben  sind  \  real  und  sich  deckend  / ,  wenn 

'  imaginär  ' 

i   positiv    I 
null         >  ist. 
negativ   ) 

Die  gleichen  Bedingungen   ergeben   sich  auch    dafür,   dass  die 
1  y    X    1  j 
Gerade  |  y^  r^  1  \  =  0  den  Kegelschnitt 

\  Vi   'i    1  I 

schneidet 
y«  -=  2px-\-qx^  )  berührt 

nicht  schneidet 

Denn  setzt  man  in  der  Gleichung  jener  Geraden,  nämlich  in 
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arg— a?,  0:3—0?, 

fl-a— flfj  arg  -or, 

80  werden  dio  Abscissen  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte 
aus 

oder  aus 

gefunden. 

Ireal  und  verschieden  j 
gleich  (  ,   d.  h.  dio  6e- 

imaginär  ) 

I  schneidet  \ 

berührt  J,  wenn  |)*  — 2pr*-f-g**  oder 

schneidet  nicht  ) 

;   negativ   ; 

Daraus     folgt,     dass     die     Curve     dritter     Ordnung     einea 
Knoten  \ 

ROckkehrpunkt  (   besitzt,  wenn  dio  Gerade  c^  den  KegelachniU 

isolirtcn  Puukt  ) 

schneidet 

berQhrt 

nicht  schneidet 
Die  Richtung  der  Asymptoten  wird  ans  der  Gleichung 

gefunden. 

Die  Curve  hat  mithin  dieselben  unendlich  fernen  Punkte  wie 
der  Kegvlsi'hnitt  solbst,  uud  ausserdem  liegt  noch  ein  uwiidlicli 
ferner  Punkt  in  der  Richtung 


d  h.  in  der  Richtung  O^Of. 

Die  mittels  eines  Kreises  oder  einer  Ellipse  abgeleiceteu  Carreii 
dritter  Ordnung  haben  nur  eine  reale  Asymptote,  die  vermittelst  der 
Hyperbel  abgeleiteten  dagegen  dreL 

Um  die  Glekhun^  der  Asymptoten  zm  finden^  die  zm 
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dio  y-Axo  parallel  zur  Tangente  in  O^  ist,  indem  man  in  Gleichung 

(1)  Seite  7 

(/«=»—  1    setzt. 
Man  findet 

anzuwenden  auf  die  Fälle 


0  <  a-3  <  2p,    ^3  «  0 

j 

a-3  —  2p,    ^3  -=  0 
a-5  <  0,      y3  -  0 

>*2  — 0,    y,  «00 

«'s  >  2p,    ^3  —  0 

) 

'3  '^Pf      H<V        ] 

1 

's  *- 1»,   ys  •=■  p 

'  ar,  =00,    yi  =  0 

'3  —  Pi    ya  >  p    • 

Ausser  diesen  7  Species  der  Corven  dritter  Ordnung  lassen  sich 
keine  weiteren  mittels  eines  Kreises  nach  dieser  Methode  construiren. 

In  Bezug  auf  das  Coordinatensystem ,  dessen  An&DRspnnkt  Og 
ist,  dessen  x-Axe  parallel  >.u  den  Durchmessern  einer  Parabel  und 
dessen  y-Axe  parallel  zu  der  durch  O,  gehenden  Parabeltangente 
ist,  haben  die  aus  jener  Parabel  abgeleiteten  Gurven  dritter  Ord- 
nung die  Gleichung 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  Herr  Bychlicki  im 
Programm  des  Gymnasiums  zu  Wougrowitz  (1884)  nach  dieser  Me- 
thode mittels  einer  Ellipse  dar  Folinm  des  Descartet  conatniirt  hat 


Lehrsatz.  Alle  Fusspunkiscurven  der  Parabel  sind  Gurren  dritter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte« 

Beweis.  In  Bezug  auf  das  rechtwinkelige  GoordinateBsjatem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Scheitel  der  Parabel  ist  und  dessen  y-Axe 
die  Scbeiteltangente  ist,  hat  die  Parabel  in  Taagentialcoordhiaten 
die  Gleichung 


1)  f  i«t  der  R*diM  des  Kreic««> 


Unicursalcurven  dritter  Ordnung,  ■  \l 

WO  u  die  Abscisse  und  v  die  Ordinate  der  beweglichen  Tangente  ist. 

Ist  a  \  ß  der  Pol  der  Fnsspunktscnrve,  und  sind  x  nnd  y  die 
Coordinaten  des  Punktes  dieser  Curve,  welcher  der  Tangente  u  I  v 
entspricht,  so  ezistirt  die  Beziehung 

-  — und    V 


x(x  -  Cf) +y(y  —  ß)  x{x  —  «)  +  y(y  —  ß) 

Die  Fnsspunktscunron  der  Parabel  haben  mithin  die  Gleichung 
p(y-ßy+2(x--a)[xix''a)  +  y(y^fi)]^0 
welche  Curven  dritter  Ordnung  darstellt. 


Discussion  dieser  Curven. 

Setzt  man 

x  —  a  =»  X    und    y  —  ß  -=  Y 

80  geht  die  Torstehende  Gleichung  über  in 

Der  Punkt  0  |  0,  d.  h.  der  Pol,  ist,  [wie  man  leicht  zeigt,   ein 
Doppelpunkt. 

Die  Tangenten  in  demselben  werden  gefunden,  indem  man 

pY*+2ßXY+2ttX* 

in  lineare  Factoren  zerlegt. 

ireal  und  verschieden     ^ 
real  und  sich  deckend  ( ,    wenn 
imaginär  ) 

(positiv    \  i  ausserhalb  j 

null         >  ist,  d.  h.  wenn  der  Pol  j  auf  /      der 

.    negativ    )  '  innerhalb    ' 

Parabel  liegt. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  werden  aus  der  Gleichung 

X(X*+Y*)  =  0 
gefunden.    Es  ist  also  nur  einer  derselben  real. 
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Dio  Asymptote,  welche  zu  ^  —  0  parallel  ist,  hat  die  OleichuDg 

Dass  mau  iu  jedem  Punkte  dieser  Curvcu  dritter  Ordnung  durch 
eine  lineare  Construction  die  Tangente  finden  kann,  ist  bekannt* 

Wenn  F  der  Pol,  P  ein  Punkt  der  Parabel  und  Q  der  ent- 
sprechende Punkt  der  Fusspunktscurve  ist,  so  ist  die  Tangente  an 
die  Fusspunktscurve  in  Q  auch  Tangente  an  den  Kreis,  der  über 
FP  (als  Durchmesser)  beschrieben  wird. 

*(Vgl.  Sohncke,  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  S.  164). 
Mainz,  15.  Mai  1889. 
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II. 

Analytische  Untersuchungen  der  Curven  zweiter 
und  dritter  Ordnung  mittels  numerischer 

Dreieckscoordinaten. 

Von 

Heinrich  von  Jettmar. 


Scbneideo  sich  drei  Gerade  in  den  Punkten  A^^  A^y  A^^  so  ist 
die  Lage  jedes  Punktes  M  der  Ebene  AiA^A^  durch  seine  Abstände 
^11  hy  ^9  von  den  drei  Geraden  bestimmt,  und  es  besteht  überdies 
die  Gleichung 


ht        h»  *    h 


3 


WO  A],  A,,  A3  die  Höhen  des  Dreiecks  A^A^A^  bezeichnen.  Legt 
man  durch  M  die  drei  Ecktransversalen  A^M,  A^My  A^My  welche 
die  gegenttberliegenden  Seiten  beziehungsweise  in  B^j  B^^  B^  schnei- 
den, und  setzt 

Mßj       oTi  MB^       x^  MB^       ^3 

A^  "  Äj ""  ">'    Ä^B^ ""  Ä, "  ''*'    Ä^^ "  ä;  -  **» 

80  ist  M  auch  durch   die  numerischen  Werte    a^^  «29  ^z^  ^^^ 

welche  die  Gleichung  ^ 

tti  +  aj-f-ftj  =  1  (1) 

gilt,  vollkommen  bestimmt. 

Ist  ffj  —  const.,  so  ist  hierdurch  eine  der  Seite  A^A^  parallele 
Gerade  gegeben,  welche  die  Seite  A^A^  in  C^  (oder  AA^  in  C3)  so 
schneidet,  dass 

C,i4,  :  A^A^  =Ä  ff|     (oder    C^A^  :  A^A^  —  ffj) 
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wird.  Ist  überdies  «^  gegeben,  so  erhalten  wir  iu  ähnlicher  Weise 
eine  der  ^1^3  Parallele,  nnd  der  Durchschnitt  beider  Parallelen  er- 
giebt  einen  Punkt,  für  welchen  nnn  auch  a^  aas  der  Gl.  (1)  gefanden 
werden  kann. 

Besteht  zwischen  a„  «si  ^z  eine  Gleichang  n  ten  Grades,  welche, 
falls  sie  nicht  schon  homogen  ist,  auf  bekannte  Weise  mittels  der 
der  Gleichung 

(Cf,+I>f,+  I>fs)*  =  l 

homogen  gemacht  werden  kann,  so  bestimmt  dieselbe  eine  Canre 
nter  Ordnung,  deren  Eigenschaften  zwar  dieselben  bleiben,  wenn 
anch  die  Seiten  des  Grnnddreiecks  ihre  Lage  ändern,  deren  Form 
nnd  Ansdehnang  aber  wesentlich  von  der  Lage  der  Pankte  A^ ,  Af^ 
A^  abhangen.    „Die  Carve  ist  dem  Dreiecke  A^ji^A^  zugeordnet^'. 

Mit  Vorteil  glaube  ich  diese  numerischen  Pnnkt-Coordinaten 
dann  anzuwenden,  wenn  die  Curve  einen  den  drei  Seiten  des  Gmnd- 
dreiecks  gegenüber  regelmässigen  oder  symmetrischen  Verlauf  nimmt, 
in  welchem  Falle  die  Coefficicnten  jener  Glieder  der  Gleichung, 
deren  variabele  Factoren  durch  Vertauschung  von  «i,  a^,  a^  sieb  er- 
setzen, einander  gleichen  müssen. 

Die  Untersuchung  derartiger  (Kurven  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung ist  der  Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit 

Zuvor  sei  bemerkt,  dass  keine  Gerade  in  Beziehung  auf  sämt- 
liche Seiten  des  Grunddreiecks  symmetrisch  liegt,  wenn  man  nicht 
etwa  die  unendlich  ferne  Gerade,  deren  Gleichung  durch 

ausgedrückt  werden  kann,  hierzu  rechnen  will;  dass  ferner  der  ein- 
zige symmetrisch  liegende  Punkt  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist, 

für  welchen 

«1  =  «««=-  «3  —  i 
gilt;  endlich  dass 

ff  ^  — »  «3 

die  Gleichung  der  durch  A^  gelegten  Schwerlinie  des  Grunddreiecks 
darstellt. 

Die  symmetrische  Gleichung  des  zweiten  Grades  ist 
^iai«+a,«  +  ffj«)+Ä(a,ff3-f  «8ff,+ff|tt,)  =  C 

Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 
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aod  setzen 


{c-i):(A-l)^n 


60  erkennen  wir  aacb  in 

«f*+««*+<»8*'"  «  (2) 

die   „allgemeine   Form   der   symmetrischen   Gleichung    des   zweiten 
Grades''. 

In  Verbindung  mit  61.  (1)  ergiebt  die  Gleichung  (2) 


Cf^     «8 


~±  iV2n-a-2a,+3a,*) 


Wählt  man  bei  willkttrlichem  «^  für  a^  das  obere  Zeichen,  so 
gilt  für  03  das  untere  Zeichen  und  umgekehrt.  Da  überdies  a^  durch 
«2  und  «8  ersetzt  werden  kann,  so  sind,  wenn  man  eine  beliebige 
Zahl  fQr  eines  der  Verhältnisse  einsetzt  und  die  anderen  aus  der 
letzten  Gleichung  berechnet,  sechs  dem  Dreieck  gegenttber  symme- 
trisch liegende  Punkte  der  Curve  gefunden. 

Bezfiglich  n  besteht  die  Bedingung 

denn  stellen  wir   zur   Bestimmung   des   Maximums   und   Minimume 

Ton  «4  die  Gleichung 

2n  —  1— 2«i+3«|« 
auf,  so  finden  wir  

«,=i±iV6(n-i) 

Zwischen  diesen  Grenzwerten  liegen  alle  jene  Werte  von  aj,  welchen 
reelle  Punkte  der  Curye  entsprechen.    Ist  aber    n  =  ^,    so  wird 

«i  —  «1  —  «8  —  i 
and  es  ist  hierdurch  einzig  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  bestimmt. 

Da  nun  die  Coordinaten  der  reellen  Gurvenpunkte  zwischen 
zwei  Grenzworten  eingeschlossen  sind,  welche  selbst  endlich  bleiben, 
so  lange  n  nicht  unendlich  gross  angenommen  wird,  so  bestimmt  die 
Gleichung  (2)  „eine  geschlossene  Curve  zweiter  Ordnung,  also  eine 
Ellipse  oder  einen  Kreis". 

Wählt  man  ffi  «-  i,  sa  erhält  man  zwei  Punkte  der  Curve, 
je  nachdem  man 
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«»-t+iV2(i^^    Oder    a,'  =  i-i  1/20^1::}) 
setzt.    Hieraas  folgt 

Nun  entspricht  dem  Schwerpunkt  S  des  Granddreiecks 

ff j  —  ffg  «  ffg  «.  i,    folglich  ist    ff,  =  J(ff,+ff2') 
ebenso 

Hieraus  entnehmen  wir,  dass  „der  Schwerpunkt  des  Granddreiecks 
Mittelpunkt  der  Ellipse^'  ist.  Da  ferner  die  Schwerlinie  des  Drei- 
ecks die  gegenüber  liegende  Dreiecksseite  halbirt,  so  ist  ^^der  in  der 
Schwerlinie  liegende  dem  der  gegenüber  liegenden  Seite  parallelen 
Durchmesser  conjugirt/^ 

Bezeichnen  wir  die  Winkel  des  Granddreiecks  mit  ^|,  Af^  A^^ 
die  gegenüber  liegenden  Seiten  mit  <i, ,  o^^  a^^  so  können  wir  anter 
der  Voraussetzung    »i  =  i    schreiben 

Nun  bestimmt  aber  {x^  —  Xi'):sijiA^  den  der  Seite  a^  parallelen 
Durchmesser  d^  der  Ellipse  und  man  hat 

Setzen  wir  aber    a,  ==  Wj,    so  wird 

und  

^i-^i   -|y6(«-i)-(a-i~«'i'):Äi 

Sei  nun  9>i  der  Winkel  zwischen  der  Schwerlinie  A^S  und  der  Seite 
u4ji4s,  so  ist  (a-j  — o*,') :  sin^i  der  dem  Durchmesser  d^  conjugirte 
Darchmesser  d^^  für  welchen  wir  nun  leicht  finden 

wo  «I  die  durch  Ai  gelegte  Schwerlinie  des  Dreiecks  bezeichnet. 

Da  nun  das  Verhältniss  der  conjugirten  Durchmesser  constant 
bleibt,  welchen  Wert  immer  n  annehmen  mag.  so  erkennen  wir,  dass 
„die  durch  Gleichung  (2)  bestimmten  Ellipsen  ähnlich  sind  und  in 
Aehnlichkeitslage  sich  befinden^'  und  dass  „der  Schwerpunkt  der 
Aehnlichkeitspunkt  für  sämtliche  Ellipsen  ist^S 
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Bekanntlich  ist 

did^*  sin  7]  *=  4aft 

wenn  a,  6  die  Halbachsen  der  Ellipse  bezeichnen.    Unter  Benutzang 
der  oben  berechneten  Werte  von  d^  und  il^'  finden  wir 

a^  +  l^^  -  i(n'-i){Sa,^+W) 

und 

(«  +  ^)*  =  H«  -  i)  (3^1*  +  W+^<^i  h  V3) 
(a-.&)8  «  J(n-i)(3ai2+4«i«-4«iÄ,V3) 

Sei  r  der  Radius  des  Umkreises  des  Grunddreiecks,  so  ist 

Oj  «  2rsin^i,    7*1  =  2rsin  ^^^sin^g 

und  es  wird 

(a+&)»  =  |(n  — J)r«(sin%  +sinMa  +  sin*^3 

4-  2 1^3  sin  Ai  sin  ^^  sin  i^s) 

(a  —  ^,)«  «  |(n  —  J) r« (sinMi  +  sin*-^^ + sin^^^g 

—  2y  3  sin>4i  sin  A^  sin  A^) 

Hieraus  können  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Achsen  der  Ellipse 
berechnet  werden.    Wie  vorauszusehen,  wird  a  «  Z»,  wenn 

d.  h.  „dem  gleichseitigen  Dreieck  entspricht  als  Symmetriecurve  der 
zweiten  Ordnung  ein  Kreis,  dessen  Centrum  im  Mittelpunkt  des 
Dreiecks  liegt'^ 

Als  die  beiden  yrichtigsten  speciellen  Fälle  behandeln  wir  jene 
för  n  —  1  und  «  —  i. 

Setzen  wir  n  =  1,  so  wird 


±  \/i±^^f^ = 4^'±iy(i-..)(i+3-;^ 


Für  «I  —  1  wird 

«t  •=■  «3  =  0 

die  Corve  geht  also  durch  die  Eckpunkte  ^| ,  A^^  A^  des  Grund- 
dreiecks.  Eine  weitere  Discnssion  ist  kaum  notwendig:  die  Verhält- 
nisse «1,  a,,  «8  liegen  zwischen  den  Grenzen  1  und  — ^,  eines  der 
drei  Yerbftltnisse  muss  in  jedem  Falle  negativ  Boin,  während  die 

Mk.  4.  lUtb.  «.  nun.   8.  Mhf,  T.  Z.  1 
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beiden  audern  positiv  sind,  die  Curve  dringt  also  nicht  in  das  Innere 
der  Dreiccksfläcbe,  sie  ist  identisch  mit  ,Yder  dem  Dreiecke  A^A^A^ 
umbeschriebenen  Ellipse  von  kleinstem  Flächeninhalt/^ 

Setzen  wir  a  =  ^,  so  folgt 

Für  «1—0  wird 

««  -  «8  —  J 

die  Gon'e  geht  also  durch  die  Mittelpunkte  der  Dreiecksseiten;  für 
ttj  —  I  wird 

«j  —  «8  ~  i 

die  Verhältnisse  liegen  zwischrn  0  und  },  die  Curve  wird  vom  Grund- 
dreieck umschlossen,  sie  ist  identisch  mit  „der  dem  Dreiecke  A^A^A^ 
einbeschriebenen  Ellipse  vom  grössten  Flächeninhalt/^ 

Die  „symmetrische  Gleichung  des  dritten  Grades'^  ist 

Transformiren  wir  diese  Gleichung  in 

(a  -  f )  («1* + a,»+  O  + 1  (a,  +  «, + «s)»-f  (C-2Ä)«i«,«3  =  D 

und  setzen 

B  B 

^— ^  «TO,     C  —  2B'^n,     />  — 3  —  P 

so  ergiebt  sich  als  zweckmässigste  Form 

Ersetzen  wir  a^  durch  1  — oT]  —  ot},  so  kommt  nach  leichter  Ent- 
wicklung 

Setzen  wir  nun  a^  —  ^     .     ,  so  wird 

oder  umgekehrt.    Die  Bedeutung  ist  folgende :  n^\Q  den  Gleichungen 
Äj  ■■  3m:  (3m-{-n),      o^  —  8m:  (3m+n),      «s  —  3m:  (3m+n) 
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entsprccbendcD,  den  Dreiccksseiten  parallel  laufeuden  Geraden  siud 
Asymptoten  der  Curve  (3)". 

Die  Lage  dieser  Asymptoten  ist  wol  von  den  Coefficienten  m 
ond  n,  nicht  aber  von  p  abhängig.  Die  der  61.  (3)  entspcchenden 
Carven  haben  daher  gemeinschaftliche  Asymptoten,  wenn  m  und  n 
constant,  p  aber  veränderlich  gedacht  wird.  So  sind  ftlr  m  =  0  die 
Gleichangen  der  Asymptoten: 

a,  «=»0,    «2  =  0,    «3  —  0 

d.  h.  ,,die  Asymptoten  fallen  in  die  Dreiecksseiten ,  wenn  die  Car\'e 

der  Gleichung 

«^«^«3  ««  p 

entspricht".    Setzen  wir  n  «-  0,  so  gel  ton 

«1  ^h     «2  —  1,     «3  =  1 

als  Gleichungen  der  Asymptoten,  d.  h.  „die  durch  die  Eckpunkte 
des  Grunddreiecks  gelegten,  zu  den  gegenüber  liegenden  Seiten  pa- 
rallelen Geraden  sind  Asymptoten  der  Curve 

«l'+«2^  +  «8*='l' 

Die  Bedingung  * 

1 — ai\*  ,   p  —  f?t-t~3mg|(l — tt|) 


2~)  "•        3w(l  — «,)  — ncfi 


fahrt  zur  Gleichung 


3m  —  2n     2       3m — n  4p — m 

«1   +  'Srn  +  n  "*   ~  3^+^  "'  ~"  3^^  "" 


(4) 


welche  jene  Werte  «i  berechnen  lässt,  für  welche  «^  =•  «s  w'^^- 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  ergeben  daher  jene  Punkte  der  Curve 
(3),  welche  auf  den  Schwerlinien  liegen  und  gewissermassen  Scheitel- 
pankte  der  Curvenäste  bilden,  wie  auch  andrerseits  die  Schwerlinien 
als  Achsen  der  Curven  angesehen  werden  dürfen.  Die  Gleichung 
(4)  mnss  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  haben;  der  entsprechende 
Punkt  liegt  offenbar  als  Scheitelpunkt  auf  der  Curve,  deren  Aeste 
den  Asymptoten 

«2  *"  3m :  (3m-|-n)     und     «j  «  3m  :  (3m-|-«) 

zolaufen.  Hat  die  Gleichung  (4)  drei  reelle  Wurzeln,  so  liegen  auf 
der  Scbwerlinie  A^S  noch  überdies  zwei  Scheitelpunkte,  welche  aber 
offenbar  einer  geschlossenen  Curve  angehören  müssen.  Ist  eine  Wurzel 
«-  ^,  so  mnss  die  Bedingung 


20        ^'  Jfttmari  Analytische   Untersuchungen  der  Curven  zweiter  und 

p  «  (3m  +  n):27 

erfttllt  sein  und  es  ergiebt  sich,  dass  daun  auch  eiue  zweite  Wurzel 
=  J  wird,  wäbreud  die  dritte  Wurzel 

■=  (4n  — 15m):  3,(3^4- n) 

gefunden  wird.  Die  geschlossene  Curve  reducirt  sich  sodann  auf 
den  Schwerpunkt  des  Grunddreiecks. 

Wir  erfahren  aus  diesen  Ucberleguugon  folgendes:  „Die  Curve 
(3)  besteht  aus  drei  getrennten  hyperbelähnlichen  Teilen,  welche  die 
Schwerlinien  des  Grunddreiecks  zu  Achsen  (nicht  Symmetrieachsen 
im  gebräuchlichen  Sinne)  haben  und  Asymptoten  sich  nähern, 
welche  den  Dreiecksseiten  parallel  laufen.  Jeder  der  Curventeile 
schickt  einen  seiner  beiden  Acste  einer  Asymptote  entgegen,  so 
dass  jeder  Asymptote  von  derselben  Seite  aus,  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  von  zwei  getrennten  Curventeilen,  je  ein  Ast  sich 
nähert  (anders  wie  bei  der  Hyperbel,  wo  die  Aeste  von  gegenüber- 
liegender Seite  aus  in  entgegengesetzter  Kichtung  der  Asymptote 
sich  nähern).  Ausserdem  kann  noch  zwischen  diesen  Curventeilen 
ein  vierter,  geschlossener  Curventeil  erscheinen. 

Zur  Erläuterung  dieser  allgemeinen  Ueberlegungen  mögen  fol- 
gende Beispiele  dienen. 

1 
1)  Se*  a^a^a^  «*  -^.    Wir  haben  hier 

m  =  0,     n=l,    />  =  27 
einzusetzen  und  erhalten 

Für  «i  «  J  wird 

««  =  «3  —  i 

Der  Schwerpunkt  genügt  als  einzelstehender  Punkt  der  Bedingung. 
Ausserdem  wird  für  ft^  =  f 

«t  —  «a  —  —  J 

Verlängern  wir  daher  jede  der  Schwerlinien  über  den  Eckpunkt  des 
Dreiecks  um  ein  Drittel  der  eigenen  Länge,  so  gelangen  wir  zu  den 
Scheitelpunkten  der  Curventeile.  Die  Asymptoten  liegen,  wie  schon 
vorhin  erwähnt,  in  den  Dreiecksseiten.  Wie  rasch  die  Curvenäste 
sich  den  Asymptoten  nähern,  finden  wir,  wenn  wir  etwa  «i  »  ^ 
setzen;  es  wird  dann 
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25 

2)  Setzen  wir  a^tt^tiQ  ^  ^gr,  so  dient  znr  Bestimmang  der  Lage 


der  Scheitelpunkte  die  Gleichung 

"  ~216 


25 


Diese  giebt  die  Wurzeln 

Die  beiden  ersten  Wurzeln  bestimmen  die  Scheitelpunkte   der  ge- 
schlossenen Curve,  die  letzte  jene  der  offenen  Curven. 

3)  Setzen  wir  a^a^a^  »  0,  so  erkennen  wir  augenblicklich,  da 
«1  »0  bei  beliebigen  a^^  a^  der  Gleichung  genügt,  dass  die  Curve 
in  die  Asymptoten,  d.  i.  in  die  Dreiecksseiten  degencrirt. 

49 
5)  Setzen  wir  ai0f2«3  = —  o^t»  so  besitzt  die  Gleichung  (4),  nämlich 

49 
«,'-2«i*+ «1  +  276  =  ^ 

nur  die  eine  reelle  Wurzel  «i  =»  —  J.  Der  geschlossene  Teil  der 
Carve  fehlt.  Zur  Bestimmung  weiterer  sechs  Punkte  wurden  noch 
die  Werte  _ 

1/59 

«1  =  -ii     ^8'  ^3  ""  r-  r  96  ^ ^'^^"^ 

berechnet. 

5)  Es  sei  «1'+ »8^+03'*  =  i-    Hier  ist 

und  es  wird  

5 

1) 


Der  Schwerpunkt  genügt  der  Bedingung,  Die  Asymptoten  sind  be- 
kanntlich die  durch  die  Eckpunkte  des  Grunddreiecks  gelegten,  zu 
den  Gegenseiten  parallelen  Geraden.  Die  Scheitelpunkte  der  Curven- 
teile  finden  wir  aus 

«1  =  —  ^,     a,  «=-  «3  =»  |. 

43 
6)  Setzen  wir  «i •+«!'+ «3^  *«  ögöi     so   erhält  man   aus    der 

Gleichung  (4),  nämlich 

29 

die  Wurzeln 
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von  dcuon  dlo  boldon  orston  dio  Schoitol  der  goschlossoacn  Car 
dio  lotxto  Jone  der  offenen  Curvo  bostimmon.    (Vgl.  Fig.  5.) 

7)  SoUon  wir  «1*+««*+«»* "  ^i  so  wird 

1  —  «,      1  +  «| 
Wfi  «8  ■-      2  "  ^  — 2 — 

alio  otwa 

dio  Curvo  dt^norirt  in  die  Asymptoten. 

8)  Setxen  wir  «i'+«,»-f  «j*— 2«,«3«f;,  —  0,  so  ist 

«ud  der  Oleickuag  (4)  ent^iNriolit 
w\>ni^«»  die  Wunelii 

Wrv^>ry*eWit  Pi»  i^iKcMoeseoi«  Ourre  g^kt  dvck  die  Eckpviiktis  \ 
iiriufcddjK^eck^  IH«  A$yittptoteDL  gehea  ia  dtem  drvigiciieii  Absta 
der  ents^r^'^tifeeiideti  UOIIn^ii   über   dem   Scbeitel  binaos  dea  Geg« 

Wm  tnaxi  3iebc«  ^Uttiert  die  Corve  dadnreh  tlure  5anir  nie 
dnä;^  die  VVttdCanteit  m  und  »  sich  indem«  und  e»  witrde  bebipit 
%ct9e  die  ut  ^)  bereehncce  Cnrte  ideatiscb  mic  der  :n  1'  berecbi 
c^u«  :$^biiid  nor  da»  durch  die  A^ympcucen  der  erstüren  Can>-e 
i<v:!<buuteue  Dt^ieek  J^  .U  J^'  dem  GranddreieciLe  A^XJ^  iur  Aitz 
Oir^^  cviiiprtieQC  w;u:e.    ^Can  kann  diiaer  woL  ueii 

dils^  ^iilgemeiiM  Form  der  >YmmetnÄiien  Gleicuiins^  k-s  inti 
Gruden  l)e40iceu  4Ut  iat»  iufxii  ütf  A^ympcuicn  :iiic»:^iimttt.*at?  Dr 
cv'k  ^s^  Grttuudreieek  vhivT  korz'^^si^t.  iKiugeniim  üe  A^rmpcuci 
4iüs>(eJetL 

ls4  juier  :rsc  iunrii 

vUe  Ott^e  ^^«eiwiu  so  iiäwt  ionrii  „rraiaKÖrnnuiua  itr  >\,«jnuaAte 
ii«iK  viiei<.iiuii^  :ii  üe  jiierä   «crwäuideit  '^tfru^n.     Sri    lamiKu 
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eine  der  nameriBchen  Coordinaten  dieses  Panktes  bezogen  auf  das 
■npraogliche  Grauddreieck 

,       «i' 
"^   "h 

die  entspH^hcnde  Coordiaate  dieses  Punkts  bezogen  auf  das  neue 
Syitem,  so  ist,  da  das  durch  die  Asymptoten  gebildete  Dreieck  dem 
orsprttDglichen  Dreieck  gegenüber  in  Aehnlicbkeitslage  sieb  befindet, 


und  da 


^  o 


SO  erbalten  wir  zur  Transformation  die  Gleichung 

3m  —  (6w  —  n)  aj ' 


a.  — 


*  3iii-f  n 

und  zwei  analog  gebaute  Gleichungen  für  a^  und  or,.  Werden  diese 
Ansdrflcke  in  die  Gleichung  der  Gurve  eingesetzt,  so  kommt  man 
XQ  einer  nicht  homogenen  Gleichung  des  dritten  Grades  zwischen 
*i')  ^'s)  o^\  welche  wieder  auf  gewöhnlichem  Wege  homogen  ge- 
Buicht  und  in  die  Form 

gebracht  werden  kann.    Es  ergiebt  sich 


(ä^:;.)'    ^'  =  ^-(3M^j 


somit 

^ie  ZQ  erwarten  war,  so  dass   man  durch  weitere  Umformung  end- 
^ch  die  Form 

erhält  '        • 

Man  kann  wol  behaupten,  dass  ,gede  durch  eine  symmetrische 
Gleichung  nicht  bloss  des  dritten,  sondern  beliebigen  Grades  be- 
stimmte Curve  nicht  nur  dem  gegebenen  Fundamentaldreieck,  sondern 
jedem  Dreieck  zugeordnet  ist,  welches  dem  Fundamentaldreieck 
Segeniiber  ähnlich  ist  und  in  Aehnlicbkeitslage  sich  befindet/' 


24       »-  /«ff aar:  AmlgfÜtflt 

Eine  vdtMs  grossere  Mannig&lti^^eit  bietet  &  ÜBlemdnc 
dttjesig^  Cures,  vekhe  nur  einer  der  drei  Schweriiaiea  goges- 
iber  eine»  regehoiBsigen  YerUnf  zeigen,  die  also  nar  eine  Ackse 
besitze«.  Denn  bier  viid  die  Anzabl  der  willktilidi  zm  viUeaden 
Conslinien  der  Gleidinng  nngleicb  grösser,  dn  die  Coefficienten  nnr 
jeser  Glieder  einander  glekb»  mikssen.  die  dnreb  Yertmdnng  der 
der   Snunetrkacbse   nicbl    entsprecbaiden    Cooidinalen    sidi  er- 


So  isi  die  Glekbnng  der   «Linie   enter  Oidnnfg   nt 

C|4-mC}-pc^>  =  m     oder     «,  = 


noni  bezidcbnel  eine  rar  Ai:bse  conjncme.  d.  b.  der  GegcnsiBte 
nOek  Gerade. 


Die  GMrbng  6eT  .Linie  rv^ter  OninoBg  mit  einer  Adt»  isf* 

in  boKogener  Fora,  oder 

in  nicbt  boKOgener  Fors. 

El  sei  aur  gesfiifiteC  in  Sm^Moi^wiam  zn  zeigen«  wie  &  Liknag 
enisprec&eod  gesetzagr  Anl^iben  vorteähaft  sntor  Aswemfi&oir  der 
uaer&sidken  Cooribtacen  Tor^eeotfinmen  wenien  kann.  Wir  sm^en 
«kn  geontetriscken  Ort  des  Dorciifiduiit&paiiises  «kr  Eirkcraas- 
Ter^aLen  eim»  Dröecfcs^  wenn  üe  Abschnitce  tier  Transrersileii  ge- 
wissen Beifingnngen  gendgsn. 

1  ■  ^WeLcbe  Linie  beschreibe  der  Dorcbscinztspiinkt  «fer  Trans* 
Tersalen«  wenn  iSe  TerbäTtoiKe  ^er  nmem  Absebnitfie  zu  ien  ganzen 
Traasrersalen  in  acicbmetoeber  Ptr*}gresaKüa  s&eben.^*^ 

Wir  baben  bier  2a^  »  cj-f-c,.  also 

za  setzen  nmi  tindeu  in  der  dordi  den  Scbwerpnnks  gebeoitifa.  zur 
Atrbse  <:oajtigirten  Geraden  ien  gssmrbten  geometrischen  i^rt. 

2^  ..Wekoe  Tinit»  beschreibe  der  Darchsduiinspiiiik::  ier  Trao:*- 
versalen«.  wenn  üe  VerbiilCiiiaBe  ier  nnoera  AJs'hnitiv  .m  ieu  ^aiusen 
Tramversilen  in  geumetriacber  Prugresiun  jttiben?'^ 

Htm»  igt  c^^  » i^A,.  also 
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«1,  «3-  ^-^±iy(l-3a,)(l  +  «i) 

n  setzen.  Die  Verhältnisse  liegen  zwischen  den  Grenzen  ^  und 
-1,  die  Cnrve  ist  geschlossen  und  da  von  zweiter  Ordnnng,  eine 
Ellipse.    Für  «i  «=  J  wird 

««  —  «8  --  i 

die  Ellipse  geht  durch  den  Schwerpunkt ;  sie  geht  auch  dnrch  die 
Punkte  A^  nnd  A^^  da  für  01^=^0 

Oft  «8  "•  1    oder    — =  0 

wird;  sie  schneidet  die  als  Achse  dienende  Schwerlinie  noch  im 
Punkte  S'  mit  den  Coordinaten 

a,  —  — 1,     a,  «ofs  —  1 

und  wir  erkennen  die  Fignr  ^^^s^^s^'  sofort  als  Parallelogramm, 
die  Ellipse  aher  dem  Dreieck  A^A^S*  gegenüber  in  derselben  Lage 
nnd  denselben  Dimensionen,  wie  die  Seite  17  unter  der  Annahme 
n  »  1  gefundene  Ellipse  dem  Grunddreieck  gegenüber. 

3)  „Welche  Curve  beschreibt  der  Scheitelpunkt  der  Ecktrans- 
Tersaleu,  wenn  die  Verhältnisse  der  untern  Abschnitte  zu  den  gauzen 
Transversalen  eine  harmonische  Reihe  bilden  ?^^ 

2        11 

Es  sei   —  «  —\ .  Zunächst  möge  noch  folgendes  Erwähnung 

«1       cfj      0$ 

finden.  Bezeichnen  wir  die  Verhältnisse  der  oberen  Abschnitte  der 
Transversalen  zu  den  unteren  Abschnitten  mit  /?|,  ß^^  ß^^  so  ist 

ft  +  1  —  -     u.  s.  w. 
und  ans  der  oberen  Bedingung  folgt 

d.  h.  ,,es  bilden  gleichzeitig  die  Verhältnisse  der  oberen  zu  den 
unteren  Abschnitten  eine  arithmetische  Progression/^ 

Leicht  finden  wir  nun 

«2,   «3  =  ^-^'  ± i V(l^ 3«,)  (1  -  «1) 

I^e  Verhältnisse  können  alle  Werte  annehmen,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen  zwischen  i  und  1.  Die  Curve  ist  also  offenbar  eine  Hy- 
perbel.   Für  «1—0  wird 


20       V,  J*timar:  Analytiseke  üniermekun^  der  Curven  xmmUr  und 

alio  entweder  0  oder  1.    FQr  a^  =3  1  wird 

O}  «  ffg  SS  0 

die  Curve  geht  sowol  durch  die  Pankte  A^y  Ä^^  als  durch  den  Pnnkt 
Ayy  uAmlich  einer  der  getrennten  Hyperbelbogen  geht  durch  At  und 
Aiy  der  andere  durch  Ai.  A^S  ist  Durchmesser  der  Hyperbel  und 
die  durch  den  Mittelpunkt  O  der  A^S  gehende,  lur  A^A^  parallele 
Gorade  der  coigugirte  Durchmesser.  Das  erstere  ist  rasch  bewiesen, 
wenn  man  etwa  die  durch  O  lur  AgA^  parallele  Gerade  in  Betracht 
lieht  Ihre  Gleichung  ist  tt^  =  |.  Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung 
der  Curre  ein,  so  kommt 

2«!  —  «1  —  ^1«« 

In  Verbindung  mit  ct,4^«|  =  J  resnltiren 

als  Cooixiinaten  der  Schnittpunkte  der  G\^raden  und  der  Cunre.  Da 
am  «I  +«1*  —  i  und  f4r  0  ^,  «  }  gilt  so  ist  O  als  Mittelpunkt 
der  hk>f>larch  psnllel  tur  A^A^  gelegten  Sehne,  somit  aber  auch 
ah  Mittelpunkt  der  Hyperbel  erkannt 

Die  Ij^  der  Asrmptoten  der  Hrpfritrl  Ist  leicbt  folgendMr- 
»ftm^n  crtcacht.  Jede  riner  A<rmpt<>le  Parallele  schneidet  die 
Hyp^fi*tl  \n  eisern  im  Ksdlicheü  l^epraden  ai>d  im  «saem  uneBdiich 
lerm  Pamkte.    Die  GMdmg  einer  Gersden  set 

^  iVkook»^  dw  HjT^rbcu  «  dir  Font 

;r^rar>}V  I^srr^  ¥>.K$e:^iic  vm  «i~^«|  ^  «^  in  die  letzte 
t*k«K*i«i|j:  tinöfC  max  dir  S«^^iiitrf«iikie  ans  ^cc  Gkociang 

Xst  wcTu  «*r4i|pQ«BS  xvMic  %nsT(C  unMMlvK  «<^ns 

Tiffw  Ä  lialMr  dw  IMiiipinf:.  «iasN  4v  <^^^*.V  ^ir*^r  der  Asjmp- 
Miir      H    •m^'^irar    4«s    «^vrr    «^4ic    wi^Nw    i\^'oh^    pT;     parallel 
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(2±V3)a,+«^=m 
Die  Asymptote  geht  aber  durch  0,  dessen  Coordinaten 

f*2  =  f*i  —  I 
lind,  so  dass  hierfür 

,„  -  (2±V3).J+J  =  iK3±  V3) 
gefunden  wird,  und  so  erhalten  wir 

(2±y3)a,  +  «s-i(3±\/3) 
oder  in  symmetrischer  Form 

(3  +  V3)a2+(3TV3)cr3-  1 

all  ^Gleichnngen  der  Asymptoten  der  Ilyperbcl/' 

Setzen  wir  hiorin  oT]  »0  oder  «s-j~^3  "^  h  so  erhalten  wir  die 

Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Asymptote  [mit   A^A^;  so   er- 

giebt  sich 

«21  «3  "=-  i  ±  iV3 
Da  hieraus 

folgt,  80  erkennen  wir  sofort  den  Lehrsatz,  dass  ,.J6^®  durch  beide 
Asymptoten  einer  Hyperbel  gelegte  Transversale  von  jenem  Durch- 
messer, welcher  dem  der  Transversale  parallelen  Durchmesser  con- 
jngirt  ist,  halbirt  wird." 

Um  auch  über  die  Grösse  der  H3rperbelachsen  etwas  zu  er- 
fahren, bemerken  wir,  dass  bezüglich  zweier  coujugirten  Durchmesser 
f^i  und  di\  von  denen  immer  einer  imaginär  ist,  folgende  Gleichungen 
gelten,  wo  a  und  b  die  Halbachsen  der  Hyperbel,  q>  den  Winkel 
zwischen  den  Durchmessern  bezeichnen: 

d^d^'  slnq)  =  Aabi 
Kon  ist  der  eine  reelle  Durchmesser 

Den  conjugirten  Durchmesser  erhalten  wir,  wenn  wir 

«1  "=l 
iJi  die  Gleichung  der  Hyperbel  einsetzen,  wobei  gleichzeitig 

«s  =-i-«2 
»«bstitnui;  wird.    Es  ergiebt  sich 


28       V-  Jtttm&rz  Ana^ftiseli  ÜMUrtmehmM^im  der  Cmrrem  attätr  mmd 


mithin 

3 


rf,'«^'>-3 


Sonach 

<f,//|'siD9  «  iV— 3.  OjÄ,  =  4aii 
ra-ÄO*  —  J('i*— JV±«i*i  V— 3) 
—  fr*  [sin*-<4,+  810*^3  —  28in*i,  :i:  2>   -  3 .  sluil,  sin  ilj  sin  A^] 

Ist  das  Grnnddreieck  gleichzeitig,  so  finden  wir  leicht 

dem   gleichseitigen    Dreieck    entspricht,   wie  übrigens  zn  er* 
warten  war,  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Zorn  ScLlasse  sei  noch  erwähnt,  dass  man  fftr  deo  Flächeninhalt 
des  Gronddreiecks  die  Formel  Sabx'S  findet,  welche  Ton  der  Lage 
der  Dreiecksachse  AiS  den  Achsen  der  Hyperbel  g^enQber  nnab- 
häogig  ist,  so  dass  hieraus  leicht  folgeoder  Lehrsatz  erkannt  wird: 
,J>ie  Dreiecke,  deren  Schwerpunkte  und  Eckpunkte  auf  einer  ge- 
gebenen Hjrperbel  liegen,  sind  flächengleich/* 

4)  „Welche  Curve  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  Ecktrans- 
Tersalen,  wenn  die  Verhältnisse  der  oberen  Abschnitte  zn  den  un- 
teren Abschnitten  eine  geometrische  Progression  bilden?^ 

Aus  der  Bedingung 

ßi^  =  ß,ß, 
folgt  zunächst 


\0f,  /    ""   \Oi  )  \«3  / 


und  hieraus  in  homogener  Form 

Betrachten  wir  wieder  «i  als  die  unabhängig  Veränderliche, 
ergiebt  die  letzte  Gleichung 


Zunächst  erkennen  wir  in  der  Gloiohung   o,  «  |    eine 
tote,    welche    in    dem   Abstände  der  halbon  zugohörigeu   Höhe 
Seite  ^,^5  parallel  lauft.     Dio  Formol  orgiobl  forner  die  Bedingi^ 
i  <a,  <i,  wohingegen  dor  Factor  2«!«— »j-f  l    unter  allen  U 
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ständen  positiv  bleibt  Die  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
znr  A^A^  parallel  gezogene  Gerade  ist  Tangente  an  der  Gurve  und 
zwischen  dieser  Tangeute  und  der  zuvor  näher  bezeichneten  Asymp- 
tote liegen  keine  Curvcnpunkte. 

Alsbald  finden  wir,  dass  die  Curve  aus  drei  getrennten  Teilen 
besteht  Der  eine  Teil  liegt  unter  der  durch  den  Schwerpunkt 
führenden  Tangente.  Die  auf  den  beiden  andern  Gurventeilen  lie- 
genden Schnittpunkte  der  durch  A^  und  A^  gelegten  Schwerlinien 
ündet  man  aus  den  Gleichungen 

ffj  =  «2  «  1,     «3  «=  —  1    und    «1  *=  «3  «=  1,     «2  ==    ~  1 

Legen  wir  also  durch  A^  zur  A^A.^  die  Parallele  A^'A^\  durch  A^ 
ZOT  i4]  ^3  die  Parallele  A^  A^\  durch  A^  zur  A^  A^  die  Parallele  A^A^\ 
so  erkennen  wir  in  A^*  und  A^*  Punkte  des  zweiten  und  dritten 
Cnrventeiles. 

Verfolgen  wir  den  ersten,  durch  S  gehenden  Curventeil,  so  finden 
wir  zanächst,  dass  derselbe  durch  A^  und  A^  geht,  da  fUr    a,  «  0 

wird.  Um  den  weitern  Verlauf  zu  untersuchen,  differentiiren  wir 
•t)  «8  in  Beziehung  auf  ^i  und  erhalten 

da/  <toj  "*""*+*  •  y (2aj  — 1)^(3«!  —  1)  (2ofi*-  «,  + 1)  ^^^ 

Vernachlässigen  wir  hierin  die  zweiten  und  dritten  Potenzen 
von  0^,  80  erhalten  wir 

Dies  besagt,  dass  für  die  nächste  Umgebung  der  Punkte  A2  ^A^ 
^^^   erstenj  Differentialquotienten   von   tt^i    «s  i^   Beziehung  auf   a, 
^^stant  werden,  und  folglich  die  zweiten  Differentialquotienten  ver- 
nebelnden.   Die  Curve  besitzt  somit  in  A^  und  A^  je  einen  Wende- 
i^^nkt    Aus 

^^ht  auch  hervor,   dass   die    Dreiecksseiten   A^j^^  und  A^A^  Tan- 
^^Uten  der  Curve  sind. 

Im  weiteren  Verlaufe  nähern  sich  die  beiden  Curvenäste  Asymp- 
^^n,  deren  Lage  zu  bestimmen  einige  Schwierigkeiten  bietet,  da 
l^^elben  weder  den  Dreiecksseiten,  noch  den  Schwerliüien  parallel 


So        V.  Jettmnr:  Analtftixfhe   ünhrmehungtn  Her  Gurten  sH^fifer  und 

Zunächst  wird  es  gestattet  sein,  wenn  o,  (sei  es  im  positiv 
sei  es  im  negativen  Sinne)  unendlich  zunimmt,  in  (B)  die  nied 
Potenzen  von  a,  gegen  die  höchste  als  verschwindend  klein  an 

nehmen  und  zu  vernachlässigen.    Es  nähert  sich  sodann  —^ » 
dem  Grenzwerte 


woraus  wir  erkennen,  dass  die  Gleichungen  der  Asymptoten  in 

Form 

2«t  +  (1 T  V^3)  a,  —  m 

gegeben  weiden  können.  Um  noch  m  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
(A)  a,  so  gross  an,  dass  dessen  reciproker  Wert  zu  vernachlässi 
ist    Schreiben  wir  nun 


2«,  =  (l-«,)±j/(3«,  -  1)(«,  +  2ir=^) 


so  kaiiB  man 


V^t^-a,  ^a^VS-i—^-. 


setzen,  wobei  die  folgenden  Glieder  vernachlässigt  werden  und  i 
erhält 

oder 

welche  Gleichungen  nun  offenbar  die  Gleichungen   der  Asymptc 
selbst  sind,  so  dass 

erkannt  wirl. 

Zur  Constmction  der   Asymptoten  setze   man  einmal    «i  « 
Die  Punkte 

1         1 
«I  —  ^V    «f  «*  =  *~4%3 

find  leicht   zu  construiren.    Sodann  setze  man  in  eine  der  Asy 

«t  «  CT)    oder    Qi  ••  1 — 2«t 
cn,  worauf  bma 
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«t  =  «3  =  12 

erhält    Aach    die  Constraction  dieses    Panktes    verarsacht   keine 
Schwierigkeit. 

Der  Verlauf  der  beiden  andern  Cnrventeilc  ist  einfach.  Von 
dem  Punkte 

«1  =  «a  =  1.    a,  ~  —  1 

wendet  sich  ein  Ast  gegen   die  Asymptote  I ,  der  drndere  gegen  die 
Asymptote  II.     Analoges  gilt  von  dem  dritten  Cnrventeil. 

Einer  späteren  Veröffentlichung  sei  die  Untersuchnng  einiger 
Fl&chen  der  zweiten  und  dritten  Ordnang  mittels  numerischer  homo- 
gener Raum-  oder  Tetraodercoordinatcn  vorbehalten. 


32  Thallmayer:  Angenäherte   Berechnung  von   WurxelgrÖMUm 


III. 


Angenäherte  Berechnung  von  Wurzelgrössen 

nebst  Anwendungen. 


Von 


Victor  Thallmayer, 

Profesior  in  Ungarisch- AUenbnrg. 


Zar  angenäherten  Berechnang  von  Va*-}"**  (^^^  Resultirenden 
zweier  anter  rechten  Winkel  angreifender  Kräfte)  haben  wir  von 
Poncelet  den  Aasdrack  0,96  a-f- 0,40  6,  zur  angenäherten  Berechnung 

von  ya*-Pi*4"C*  den,  von  Horvath  im  L*Institat  (36ter  Jahrgang, 
Nr.  1782,  Paris  1868)  angegebenen  Ausdruck  0,939  a+ 0,368  6+ 
0,297 r?.  Vorausgesetzt,  dass  a  >  6  >  c,  Hegt  im  ersten  Falle  der 
Fehler  zwischen  0  und  ±4  Percent,  im  zweiten  Falle  zwischen  0 
ond  ±6  Percent*). 


1)  Horvath,  vor  etlichen  Jahren  ah  Professor  der  Pesther  polytechni- 
schen Schale  gestorben,  hatte  nur  den  Fall  '/a*-|~^'~h^*  ^^  Auge,  wes- 
halb hier  auch  die  Constanton  a,  /^>  /»  ^j  •  •  •  fQr  den  allgemeinen  Fall 


nnter  der  Annahme  bestimmt  werden  sollen,  dass  die  Summe  anter  dem  Wur- 
seheichen  aus  p  Gliedern  besteht  and  a  ^  b  "^  e  ^  d^    ...^l^itt« 

Honrath  bediente  sich  zur  Bestimmung  der  Constanten  fflr  seinen  speci- 
ellen  Fall  raum-geometrischer  Hilfsmittel,  es  kann  jedoch  zu  diesem  Behafe 
fflr  den  allgemeineren  Fall  auch  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Zon&cbst  lässt  sich  icbreiben 
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Begnügt  man  sich  mit  dieser  Annäherung  nicht,  so  kann  mit 
Benutzung  der  Tafeln  der  wirklichen  Längen  der  trigon.  Linien,  wie 
selbe  gewöhnlich  den  Logarithmenhüchern  angeheftet  sind,  eine  be- 
deutend bessere  Annäherung  bei  der  Berechnung  der  Wurzel  aus 
einer  Summe  von  Quadraten  leicht  erreicht  werden  und  zwar  durch 
Ausdrücke  von  der  Form  aa-\-ßh-\-Yc-\'öd-\-  .  .  .  oder  a-f-«*  + 
/ffc-j-ycZ+  .  .  .  oder  «m,  wobei  die  Coefficienten  a,  ß,  y,  ö  :  ,  . 
trigonometrische  Functionen  gewisser  Winkel,  «,  />»,  c,  r/,  »i*  .  .  . 
die  linearen  Werte  der  unter  dem  Wurzelzeichen  beiindlichen  Sum- 
manden sind. 


H 


»    n  n        n 


n 


-t-...-|-(ya'»+6"+c"-f...+5«+p"— ya«-}-Ä»»'4-c»*+...+5") 


n 


-^.O^-OWj/S+S+'-KS+S 


n 


+^ 


/\/—  -L  -**  -4_  ^  4-1  _  ]/~  4-^-4-  ^"\ 


»I 


Zufolge  der  Bedingung,  dnss  «  >  />  >  c  >  ^Z  >  .  .  .  >  7>  »«"»n  soll,    ist  der 
grOsste  Wert  der  Wurzel: 


H  n 


yafi-|.af.4-a~-|-a»»+...  «a-fa(V2 -l)-f  a(V3  -  V2) 


H 


4-a(V4— i^3)  +  a(V5-V4)+... 

weDn  nämlich 

If  ma  c  *=^  d  =  .  .  ,   ■■  a 

ist,  nnd  der  kleinste  Wort  der  Wurzel: 

n 

wenn 

^  =  c-"rf«»  ...  —0 

ist.      Fflr  daswischenliegonde  Werte  ist  wie  leicht  einzusehen 

M  M  M  MM 

a-|-i(y2— l)+c(V3-V2)+rf(v^4— V3)+  .  .  . 

...    >  Va^+h>*+c*'  +  d^+,,. 
Atck.  d.  lUtli.  «.  Pbjf.    9.  R«lhe,  T.  X.  ^ 
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Berechnung  von  Va^+^^-f-c-'-t-^'*  +  •••   dorch.  ««-f-^* 

Va^-\-b^-\-c*'{-d*'\-  . . .    kann  andi 

a2  +  i2  +  c«+€/«+... 


y«-  +  Ä«  +  ^-  +  r/«+.. 


ireichrioboa  wenlen.     Bezeicbuet  man  V a' -\- 1»' -{- ^ -x"^' 


Bit 


^\  so  ist  auch 


h 


y  ii*-i-f.--j-f=-f-'/--j-  ...  =  a.y-fi.^-J-f--f-rf.   --} 


K;^  k.inn  «li'iunAi  h.  wi?nn  tf  ein»'n  eohton  Bruch  vono«  Ilc  '•r^iN'tjff 


^•.»  t  'T^»  *.*  -l':'+<rv%  3  —  %  2  ■-•-[- *FU  4  —  1  3)<f-r  . 


^'  —  -*>    4\%  *J  -  V  -  ,i;    c.%  ->—%  i 


I) 


=  7,     qp-;  %  4  —  %  3)  =  a  . 


V-»  N*".\  N**«  »,i  l^  ^  •^■v'»«    *■*:•» 


s«:     • 


^  ■•■,-      •  ■ .  ** 


^    ,  '     .      »•    .     .  •  ^-  /»•  — 


I 
^ 


xH 


I 


*    V  »     ,*     —        • 
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Betrachten  wir  nun  y»  ?:'  2:*  ^  *  *  *  ^^  Coefficienten  von  «, 
h^  e^  d  ...  und  bezeichnen  wir  selbe  mit  o,  ^,  y,  d  .  . . ,  so  ist 

wobei  dann,  wie  leicht  zu  ersehen 

a:j5:y:d:...=a:i:c:rf:...  I) 

and 

a2-^|32-|.y24.62+    .  .  .   =  1      ist  II) 

Haben  wir  also  Coeflicienten  «,  j?,  y,  d  .  .  .  welche  den  Bedin- 
gungen unter  I)  und  II)  genügen,  so  können  selbe  sofort  zur  Be- 
rechnung der  Wurzelgrösse  dienen,  wie  dies  zunächst  an  l/a*+** 
ersichtlich  gemacht  werden  kann. 


Setzen  wir  behufs  Bestimmung  des  Minimal  wertes  von  9: 


a 
so  wird 


h  C  (l 

*  X,     -  —  y,      -  =-  2  .  .  . 


9>   •=•  n 


WM  H  n 


l+*(V^2  — l)4-»(V3-V2)+2(V'4-y3)+  .  .  . 
Setxen  wir  nnn 

^«0       ^^-0        ^^-0 

dx  ^'         dy  ^'         dz         ^'  '" 

so  bekommen  wir  zur  Bestimmung  von  .r,  y,  2r,  .  ,  .  die  Gleichungen : 

X— i(l  +  x(y2-l)  +  y(V3-V2)+«(V'4-V3)+  .  .  .) 

—  (V'2— l)(l  +  i"+y»+s«+  .  .  .)  =  0 

y— Ml+a?(V2-l)  +  y(V3-V2)-t-^(v^4~  V3)-t-  .  .  .) 

—  (1/3  -  V2)(l+a:~-f  y«  +  t«+  .  .  .)  «  0 

z*-i(l-f-a:(y2-l)  +  y(V3-  V2)+2(1/4  — v3)-f  . .  .) 


_(V4— y3)(l-fa;'*+y»»+Ä«-}-  ...)-=  0 

u.    s.    f. 

und    aus    diesen   für   or,  y,  z  .  .  .    die  Werte ,    bei    welchen  9   zum  Minimum 
wird .' 

«—1  _  M— 1 M— 1 

a._j/y2-i,    y=.  j/va-va,  *  =  |/y4— V3, ... 
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Berechnang  von  Va*-f-6^    In  diesem  Falle  kann  man  nach 
obigen  sofort  setzen : 

Va*  -f  Ä*  =  o .  sin  qt-^-bcos  q> 

wenn 

a  sin  <p       ,  b  cos  w 

-■  c=,  tg  m  = oder     -  — ^  cotg  w  «  - — ~ 

b         ®  ^       cos  q>  a  **  ^        Sin  g> 

gesetzt  wird,  oder 

yfl*-|-6*  =  a .  cos  (p  -\-  bsin  q> 

wenn 

b       ^  sin  07        ,         a  ,  cos » 

-  =-  tg^  —  ^  oder     7  «  cotgop  —  -; — 

a        °^       cosg?  b  ^^        sin  9 

gesetzt  wird. 


Mithin  wird  der  Minimalwert  Ton  (f 

L 

(pmm n—;^ TlZi 

M-1  -  -    ^_j 


l+)/(V2-l)"+  )/(v3-V2)" 

+  J/(V 4-1/3)"  +  )/(V5-V4)"+  . .  .1 

während  ^inax  =  l   ist. 

Bezeichnen  wir  KQrze  halber  den  Nenner  von  9  min  mit  2,  so  ist 

q>  min  =  y,    nnd    q>  max  *»  1 

Nun  handelt  es  sich  darum,  den  constanten  Wert  von  tp  so  zu  bestim- 
men, dusB  der  relative  Fehler  an  der  einen  Grenze,  beim  Maximum  von  9^ 
ebenso  gross  ausfalle,  wie  bei  der  andern  Qrenzc,  dem  Minimum  von  9.  Za 
diesem  Bebufe  haben  wir  9  aus  der  Gleiebung 

(p  —  yrain 

1  —  0)  =  : 

^  9  min 

za  bestimmen,  wonach 

2ymin  2 

^  "l  +  ymin'^f+iS 
und  der  Grenzwert  /  des  relativen  Fehlers 

»^-±-^-^  =  ±(1-^) 

wird.     Die  Constanten  Uj  ß,  y^  S  .  ,  .  sind  dann  der  Reihe  nach 

M  MM 

2         -      2(V^2— 1)  2(V3-V2) 


nebst  Anwendungen,  37 

Berechnung  von   Va*^-j- ft*  +  ^J*-  Aus  den  drei  Grössen  a, ä, c 

c    c    h    a    a    h 

lassen  sieb  die   sechs  Quotienten  r,    -»  -»  t»  -*  -  bilden.  Einen  bo- 

^  b    a    a    b    c    c 

liebigen  von  diesen  setze  man  gleich  der  Tangente  oder  Gotangento 

eines  Winkels  z.  B. : 

b  sin  op 

-  —  tg  op  «=» 

a        °  ^       cos  9 

Setzt  man  ferner 

c  sin  (P| 

aco8g>+Äsin  g>  "*  ^  ''^  ***  cos  q>i 
so  wird 


2(1/4-y3) 

'«    . .  • 


Ffir  den  von  Horvatb  behandelten  speviellcn  Fall   ergeben  sich  dann  fflr 
t,  ß,  y  die  auch  von  ihm  gefundenen  Werte 

2 


/» 


i+yr+(v2— i)»+(v3-v2)* 

2(>/2-l) 

1+Vl+(V2— 1)»+(V3^h72)» 
2(V3— V2) 


l+yi+(y  2-l)»+(  V3- V'2)« 
Man  findet  durch  Berechnung  der  Constanten  a,  ^,  /,  ^,  f  •  .  • 

y  ai-f6«  —  0,9609  a + 0,3980  6    und    /  =  ±  0,0391 

Vä*HF**+?  =  0,9398 a + 0,3892 Ä + 0,2986 c    und    /*  =  +  0,0602 

yrt«-|-6«+c«+d«  =  0,9263  a  +  0,3837 & + 0,2945  c + 0,2481  d    und 

/-  ±0,0737 

ya«+Ä«  +  c«+rf»+c8  =  0,9161  a  + 0,3794  6  + 0,2911  c  +  0,2454<i 

+0,1122c    und    /  «  ±0,0839 
u.    s.    f. 


y^a+i^s  «,  0,9587  a +0,2490  6    und    /«  ±0,0413 


ya»-f-6»+c^«0,9367a+0,24336+0,1708c    und    /•- ±0,0602 


ya«-f-A»+c»+rf«  =  0,9216  a+0,23946+O,168O(?  +  O,1338(Z    und 

/■=  ±0,0784 


ya»+*'+c»+<i»+6»  —  0,9107a+0,23665+0,1660(?+0,1322rf 

+  ü,1116c    und    /«  ±0,0893 
u.    s.    f. 
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-=  c  sin  9i  +  a  cos  (p  cos  (p^  +  Äsiu  9  cos  tpi 

Aus  diesem  schon  ist  das  Gesetz  des  Aufbaues  far  tg^^  und  den 
Wert  der  Wurzelgrösse  zu  entnehmen,  hätte  man  z.  B. 


a      ^  sini  a> 

c       ^  ^       cos  9> 

gesetzt  gehabt,  so  hatte  man 

asin<p+cC08<p  ■"6  9'='  ^.Qg  ^^ 
zu  setzen  gehabt,  wodurch 


Bei  Benutzung  des  Ausdruckes 

0,9609  a+0,3980Ä  für  V^T^ 

wird  der  relative  Fehler  zwischen 

-  =  1     und    ~  =  0,7936 
a  a         ' 

negativ,  zwischen 

-  «  0,7936    und    -  =-  0,1150 

positiv  und  zwischen 

-  =-  0,1150    und    -  «  0 
a         '  a 

wieder  negativ.     Für 

-  =  0,7936    und    -«0,1150 

wird  der  relative  Fehler  zu  null,  wie  sich  dies  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 

y^qiliä  «  0,9609  a+ 0,3980  ft 

nach     -     ergiebt, 
a 

Bei  Benutzung  des  Ausdruckes 

8 

0,9587  a +0,2490  6  für  Väa+ft» 
wird  der  relative  Fehler  zwischen 

-  «  1    und     -  =  0,8313 

negativ,  zwischen 

-  «  0,8313    und    -  =  0,1740 

positiv,  und  zwischen 

-  -  0,1740    und    -  -  0 
a  a 

wieder  negativ.    Für 
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=  b  sin  q>i'\'a  Bin  g>  cos  fpi^^-c  cos  (f,  cos  q>i 

wird.    Natürlich  kann  statt  Tangente  auch  Cotangcute  gesetzt  wer- 
den, so  z.  B.  hätte  man  gesetzt 

h cos  q>i 

asinfp-^-c  cosq>  "*"      ^^^  *""  sin  (p^ 
so  wird 


ya*+&* +<?*  — Ä  cos  g>i  +  (a  sin  (p  +  <?  cos  9)  sing?!    u.    s.    f. 

Als  Beweis  fttr  die  Richtigkeit  obigen  Vorganges  genügt  es  au- 
zaführen,  dass  man  leicht  findet,  dass  die  Coefficienteu  von  a,  &,  c 
sich  so  zu  einander  verhalten  wie  a  ib  :  c  und  dass  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Coefficienteu  gleich  der  Einheit  ist. 

Bei  der  Berechnung  der  Wurzel  hat  man  einfach  die,  tgg)  und 
tg<jPif  eventuell  cotgcp  und  cotggjj  ergebenden  Quotienten  auf  3 
bis  4  Stellen  zu  bestimmen  und  aus  den  Tafeln  die  Werte  von  sing) 
und  cos  9  herauszuschreiben.    So  findet  man  für 

4  75 

VU ^,36)«+ (4,75)*    zunächst    tgg)  «  j-^^  =  0,3843  .. . 

demnach 

sin  q>  =-  0,3588  ...  cos  (p  «  0,9334  .  .  . 
mithin 


-«0,8313    und    -=0,1740 

wird  der  relative  Fehler  zu  null,  wie  dies  durch  Auflösung  der  Gleichung 

3 

ya3+63  «,  0,9587  a  +  0,2490ft 

nach     -     bich  crgiebt. 
a 

Betreffend  die  Bestimmung  eines  Näherungswortes  für 

»»  

Va^  +  i^  +  c^  +  fi»*  +  .  .  . 
unter  der  Voraussetzung,    dass    a,  6,  c,  </  .  .  .    ihrer  Grösse    nach    nieht  viel 
▼on   einander  verschiedene  Werte  sind,  findet  man 


wenn  p  die  Anzahl  der  Summanden  bezeichnet. 
£5  lässt  sich  nftmlich  schreiben : 
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V(T2;36)«  +  (4,W"«  4,75.0,3588+12,36.0,9334  =  13,2411  . .  . 
Der  richtige  Wert  der  Wurzel  ist    13,2428  . .  . 
der  Näherungswert  nach  Poncelet 

«  12,36.0,96+4,75  .0,4  -  13,7656  . .  . 


für  l/(18,3)«+(l$^,5)«+(6,8)«  kann  z.  B. 

12,5 

gesetzt  werden. 


18,3  --  '»'8  "^ 


12  5 
cotg  (p  =  j-~  «  0,6830  .  .  . 

entspricht 

siu<p  =  0,8258  ...  cos<p  —  0,5610  . . . 

'       u-n-äi>^Q  -  0,3068  . .  .  =  tgg)i 


12,5 . 0,5640+ 18,3 . 0,8258 

entspricht 

sin  9,  =  0,2934  ...  cos  (t,  «=  0,9559  . . . 
mithin  ist 


•» a»»+&»»+<j»+<fH_j^ . . 

y  a«+i»«+(?"+ci"+  ...■="  n  

y(a«+Ä«+c»»+d»«+  . .  .)»»-i 


M 


"(■+5+S+"+-) 


n 


1  //  Ä"         <?»•         (in  \w— l 

«»»»+-.  ^»»•-'  +-  .  c»*-^  +  -  .  </"-^  +  ... 


fi 


»"-^''^+"s+s+s+■•^ 


ii€6#/  Anwendungen,  41 

y(lW+ (12,5)« +(6,8)«  «  6,8 . 0,2934 

+  (12,5.0,5640+18,3.0,8258)0,9559  «  23,1798  .  .  . 

der  wirkliche  Wert  der  Wurzel  ist    23,1814  ... 

iDS  der  Näherangsformel  mit  den  Gonstauteu  bestimmt  ist  der  Wert 
der  Wurzel 

—  183.0,939+12,5,0,368+6,8.0,297  «  23,8033  . . . 


Moltiplicirt  man  Z&hlcr  and  Nenner  des  letzten  Ausdrucke»  mit 

^^ a"^  a»^  a"^  •  •  ' 
SO  wird 


ya"  +  i»»+c*+<i»+  .  .  . 

a"-l+-  Ä»-l+-c"-^+  -  d»«-l  +  ... 


•■"-'('+^-+r.+-) 


-y'+^:+r.+5+-- 


a»-^+-.^-^  +  -.c*-i+-d«-i  +.  .  . 

—  --  __  >^ 


a. 


J«  gH  ^H 

Sind  nan  a,  b,  e,  d  .  .  .  QrÖssen,  die  nicht  viel  von  einander  verschieden  sind, 

so  kann  ann&hemd 

b     c    d 

^9     ~"»     ~    .    .     .     "■     1 


a    a    a 


ebenso 


Qod 


*!  ^  ^    f  _- 1 


|/. 


gesetst  werden,  wenn  ;»  die  Anzahl  der  Grössen  bezeichnet,  wuilurch  wir  obigen 
Aosdruck  erhalten.     So  ist  z.  B. 


805,63 
=  -49V  •  ^'^^^^  =  23,6626  .  .  . 


der  richtige  Wert  von  der  Wurzel  ist    23,663  .  .  .    also  die  Annäherung  eine 
eotaprecbende. 
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Der  Vorgang  boi  Bestimmang  der  CoefficieuteD,  wenn  die  Summe 
Q  Quadraten  unter  dem  Wurzelzeichen  mehr  als  dreigliedrig  ist, 

,  ein  analoger.    Ist  z.  B.  die  Wurzclgrösso :  Va^-\-b*'\-c*-]-d*fSO 
inn  z.  B.  gesetzt  werden 

c  sin  <p 

j  «   g9>  —  ßQgy 

a cos  q>i 

c sin q>'{'b cos q>  ™    ^  ^^*        sin  q>i 

€/ cos  y^ 

acosy,  +  ((?sin7)-|-Äcosy)sing>,  *"        g^Tj  ■"  sin  92 

wonach  wird 

Va^-f"  ^^+  ^'*  +  ^^*  =  e?C0Sy^  +  (a  cos(p,  +  (c*  siuy  +  ^»  cos<p)  siuqpj )  sin^^j 

u.  s.  f.,  wenn   die  Summe   unter   dem  Wurzelzeichen  fünf-,  sechs- 
oder  mehrgliedrig  sein  sollte. 

Berechnung  von  ya*  +  ^*  +  ^'*+*^*+ •  •  •     durch    eiuen 
Ausdruck  von  der  Form  a-f-«*  +  /^c+y^+  • .  . 


Betreffend  die  Berechnung  von  "/«*+  ^*  +  c*+  <Z* -|-  ...        darch 
einen  Ausdruck  von  der   Form  a+ai>  +  /3c+y^^+  ...    mit  Hilfe 

trigonometrischerCoefficientcn  kann  zunächstya^4~^^  ^uch  geschrieben 
werden 


=»  a-f- b 


Nun  ist,  wenn 


«»fisetzt  wird 


a 


--tg» 


.\ 


/— i^  , 
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2)   Ann&hcrnd  ist 


H 


ya"+Ä*«a+&tg^ 


wenn 


a 
gesellt  wird,  und  h  <^a  ist,  und  wobei 

Der   mit  dieser  Annäherung  verbundene  relative  Fehler  /  ist 

de&sen   Grenzwerte  fOr  -  es  Q  und  -  ■«  1    sich  nls  0  und 

a  a 

450       n 
n 

V2 

ergeben,  wobei  der  letztere,  da  1+tg —  nicht  viel  verschieden  von   v/2    ist, 

n 

ebenfalls  nicht  viel  von  0  verschieden  ist.     Das  Moximnm  des  relativen  Fehlers 

liegt  zwischen    diesen    beiden  Grenzwerten    bei    einem    bestimmten  Werte  von 

-.      Für   n  =  3    beträgt  das  Maximum   des  relativen  Fehlers    etwa    4  Fercent 
a 

und  tritt  ein  für  -  =  0,6. 

a 

Die  WurzelgrÖssc   ya^ — 5*  betreffend  findet  man  leicht,  dass 

Va*— 6*  -=  o  — *tg  2     wenn     -  =  8in<p 


h 

a 
Ebenso  findet  man  auch 


y—g fl)  h 

a^—b*  —  {a—b)  cotg  tj-    wenn     -  =  cos<f  ist. 


VV+P  ={a  +  b)  — '      ^  wenn    -  =  tgtp  ist. 
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Für  yä*+^*+c*  findet  man,  wenn 
gesetzt  wird,  wit  Anwendung  des  Vorganges,  wie  bei  Vo^-fJ* 


Betreffend  die  bequeme  Berechnnng  ron  Grössen  wie   ya^j^Jf**        di: 

einen  Ansdruck  von  der  Form  ai^ab    wflrde    es   am    einfachsten    sein, 

b 
Werte  der  Cocfflcicnten  a  fflr  die  verschiedenen  Werte  von  -    nnd    n    ein 

a 

allemal   lu    berechnen   nnd    in  Tabellen   zusammenzufassen.     Zur  Bereohn 

der  verschiedenen  a  würde  dann  der  Ausdruck 


K'-J/'±S) 


dienen,  wie  dies  aus  der  Gleichung 

{a±a  b)^  —  a"  ±  ^*»    folgt. 

So  I.  B.  findet  man  fflr 

8 

wenn 

--    0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  0,7 

0,8  0,9 

a«  0,0033    0,01328    0,02972    0,05225    0,08008    0,1126    0,15; 

0,1435    0,133 
und  fflr 

8^ 

y^a^^b*  =»  a  — «5 
wenn 

--    0,1  0,2         0,3         0,4         0,5  0,6  0,7 

0,8  0,9 

a  — 0,0033  0,01335  0,03026  0,05452  0,0867  0,1297  0,186( 

0,2658  0,392] 
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ya«4.^*4-c««  a+  ^tg  l+ctg  % 


wenn 


b 


«+*tg2 


tgV 


gesetzt  wird.    Dieser  Vorgang  lässt  sich  auf  mehr  als  dreigliedrige 
Sommen  ausdehnen,  so  z.  B.  wird 

ya*^.fti  +  c«+a«-a+Ätg|+ctg|+c/tg| 
wenn 

-  «  tgcp 


e 

—  tgt 


a+^f 


tgflo 


gesetzt  wird,  u.  s.  f.  wenn   die   Summe  unter    dem  Wurzelzeichen 
fAuf-,  sechs-  oder  mehrgliedrig  sein  sollte  ') 


Berechnung  von   Va*-|-Ä*+c*+  . . .  +w*-|-|j*     durch 
einen  Ausdruck  Ton  der  Form  am. 


weon 


S)  Annähernd  ist  aoch 


(a+Mgf) 


jzi  =  tgv 


-1  -  tg6 


«-l 


Ist  und 
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ya^4"**  +  ^*+  •  •  •  '\-^^'\-  •  •  '  +!>*   \idAiXi  behofs  Berechnung 
gleichgesetzt  werden 


oder 


8ing?»-2  C0S<;pn-2 

wobei  (p,  9i,  9>2  •  •  •  9>n-2  Hilfswinkel  sind,  welche  succcssive  darch 
ihre  Tangenten  oder  Cotangenten,  wie  dies  weiter  oben  geschah, 
bestimmt  werden,  m  der  lineare  Wert  eines  der  Summanden  ist,  und 
wo  im  Nenner  8in9M~2  oder  co8  9)«~2  erscheint,  jenacbdem  der  letzte 
Hilfswinkel  9M-2  durch  seine  Tangente  oder  Cotangente  bestimmt 
wurde,  und  wenn  n  die  Anzahl  der  Summanden  ist.  So  ist  nach 
dem  Vorigen  z.  B.: 

^a^-\-b'^-\-  c^^d'^  -=  cosg)2((^cos9+^sin(jp)cos<;p,+^  sin^,) 

-f-<isin9>2 
wenn 

h  sin  q> 

-  =  tga>  = 

a       ^^        cos<p 

c  sin  9i 

acos  g?  +  ^  sin  y  **   ©  Vi  ■"  eos  9, 

cl  sin  yg 

csing),  -f-(acosy+Äsiuqp)cosyi       ^^       cos  9^ 

gesetzt  wurde.    Da  nun 

c  sin  9,  +  (o  cos  g)  +  ?' sin  q>)  cos  g>,  « 

ist,  so  ist  auch 

ya«+^.+  ,.  +  ^.«cos(p^.__+j8iny, ^r^^ 

d 


sin  9>a 
Wäre 

d  COS  ^a 

csin ^1 -}~(^ cos <p-|-i sing)) COS g?i  "^      ^92  —  gjjj  ^^ 
gesetzt  worden,  so  würde  man  bekommen  haben: 

^a^  4"  **4"  ^* + ''*  =  *'  COS  9>2 + (<?  s"^  9^1  +  (öf  COS  9>  +isin<p)cosg)i)8inyj 
und  da  in  diesem  Falle 

c8in9j4"(^Cö89"f-^8iQy)co89i  —  ^^^m      ^^^* 
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'       '         *  '^*    •   cotg  qpjj  *  CO892 

€2 


cos  (P2 


In  ähnlicher  Woise  findet  man  den  Wert  der  Wurzelgrösse,  wenn 
die  Summe  unter  dem  Wurzelzeichen  fünf-,  sechs-  oder  mohrgliedrig 
sein  sollte. 


Im  Nachfolgenden  gehen  wir  einige  Anwendungen  der  ohen  he- 
handelten  Art  des  Wurzelziehens. 

1)  Schliessen  mehrere  in  einer  Ebene  liegende  und  an  einem 
Punkte  angreifende  Kräfte  I\,  P^,  P^  .  ,  .  Pn  mit  einer  Kraft  Po 
die  Winkel  ufj ,  «^ ,  03  .  .  .  «n  ein ,  so  ist  die  Resultirendo  dieser 
Kräfte  R 

R  «  VlPiSincri+PjSinajj  +  PgSinaa-f  .  .  .)*+(Po  + Acosaj 

Setzen  wir  nun ,  um  behufs  Bestimmung  von  R  das  Quadriren  und 
Warzelziehen  zu  umgehen: 

PiSin«, -f--''«sin«g-)-Pgsina3-|-  ...  sin  co 

Po  +  PiC08ai-}-P2COsa2-}- .  .  .      '^  ^     "**  cos  w 
so  ist 

R  —  (/\sina|-|-PjjSina2  +  -P3  8iJ^<^3+  •  •  .)sina)-f-(Py-f-PiCOSai 
+PjCos  a^-f-  . .  .)  COS  (0  =»  Po  COS  (Ö+  Pi  (sin  «^  sin  oo-j-  cos  «^  cos  w) 
+ ^2 (sin  cfg  sin  (ö  + COS  «2^08  0})+  .  .. 

nnd  demnach 

R^  ioC08  0()-}-PiCOS(w — ai)  +  ^lCOS(ü)  — a2)  +  P3C0S((0— «3)  +  .  .  . 

Demnach  ist  die  Resultirendo  R  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectionen  der  einzelnen  Kräfte  auf  eine  Gerade,  welche  mit  Po  den 
durch 

Pj  sin  cf^  -t"  PjSin  gg-f"  -  *  - 

^^  "~  Po  +  PiC08ori4"^aC08a2+  •  •  • 

Stimmten  Winkel  einschliesst;  ganz  so  wie  sich  dies  bei  graphi- 
scher Bestimmung  der  Resultircnden  aus  dem  Kräftepolygon  ergiebt. 
Der  Quadrant,  in  welchem  der  Winkel  a>  liegt,  bestimmt  sich  nach 
^m  Vorzeichen  des  Zählers  und  Nenners  des  Ausdruckes  für  tg». 
Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  wird  tg  w  —  ^. 
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2)  Wirken   zwei  Kräfte  P^  und  Pg   unter  einem  Winkel  «j, 
ist  ihre  Rcsultirende  Ri 

R  =  y  Pj*  -f  p^  +  2P,  P,  ces  a, 
welcher  Ausdruck  sich  auch  schreiben  lässt: 


R  -  y{PiSina,)2+{P,cosa,+P2)*«  V(^28»n«i)'+(^2C08cfi+i\)* 

Bei  jedem  dieser  Ausdrücke  können  wir  nun  behufs  Berechnung  < 
Wurzel  die  Quotienten  der  linearen  Werte  der  Summanden  gle; 
tgoo  oder  cotgoo  setzen,  so  z.  B.  wenn  wir  beim  ersten 

P,  cos  a,  +  Pa  sin  CO 

PiSin«!  ®         cos  00 

setzen,  wird: 

Ä  «*  Pj  sin  oTj  cos  00+  (Pj  cos  a^  +  P^)  sin  w  «=  Pj  sinCor^  +  oo)  +  P,  sin 
Setzen  wir  z.  B.  im  zweiten  Ausdruck: 

Po  cos  er,                                    cos  00 
iJ— r p-;r    =>•  COtg  Co    =  -: 

PjSinaj+Pi  ^  sin  oo 

80  wird 

Ä  «  P3|SinajCOSoo-j-(P2COS«i  +  7^j)sinco=—  P^sinCw-f-ai) 

+  P|8inoo    u.    8.    f. 

3)  Schliessen  mehrere  im  Räume  wirkende  Kräfte  P^,   P^, 
.  .  .  mit  der  Kraft  Pq  die  Winkel  o,)  ^a  ^s  -  -  -  ^^^j  ^^^^  sind    * 
Winkel,   welche  die  Kräfte  P,,  P3,   P4  .  .  .  mit  der  Kraft  P^  e 
schliessen,  ßitßttßz  -  -  -9  s^  sind  die  Projectionen  dieser  Kräfte    '* 
die  Richtung  der  Kraft  Pq  der  Reihe  nach  Pq,   PiCoscr]',    P^coS 
Pscosaj  .  .  .,    und   ihre  Projectionen  auf  eine  durch  den  Angri 
punkt  auf  Pq  senkrecht  gelegte   Ebene   der   Reihe   nach   P^siim 
PiSinor^y  PsSinog,  P4sina4  . .  .    Diese  Projectionen  lassen  sich,  w€ 
die  Projectionen  der  Winkel  ßi^  ß^^  ß&j  ßi  >  .  »  auf  die  Ebene  -> 
^^^  Yij  Yi^  Ysy  Ya  '  *  '^)  bezeichnet  werden,    in  der  Ebene  AB  I 
iegene,  rechtwinkelige  ComponentenPsSina^sin/i,  Pgsinfirssinxs  • 
und  PiSinoji,  P^sinajces^i,   Pssinogcos^^s  .  .  .  zerlegen,  und  es 
dann  die  Resultirende  der  gegebenen  Kräfte  R: 

R  n  y(PQ-f-PiCOS«i+P,cosa2+...)*+(PÄ8ina2siny,+P38ina88iny2-|-- 
+(PiSinai-}-Pj8inajC08yi-j-— 

4)  Die  Projectionen  yj,  y,,  y»  .  .  .  der  Winkel   |?,,  /?„  /?»•..  erM 
man  durch  die  Ausdrücke: 
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wir  auch  hier  behufs  Berechnung  von  R  das  Quadriren  und 
Winelxiehen  vermeiden,  so  können  wir  z.  B. 

P2Bma^«iuyi-\-P^B\naQsiny2-\-  . . .  sin  cd 

Pimtti-{- P^sma2C0syi'\~ P^sma^cosyf^ . . .  **  ^    "*  cosw 

Ntzen. 

(PtSiü«j8inyx+is8ina38iny3i+...)sin  (ö-|-(/\sinai4-P2Sina^cosyi  +«")co8a> 

COSfi 

^        siuf 
gesetzt,  wird : 

Ä=(Po+Acosa|+-P2C08at+. .  .)C08£ 

+  [  (-P«  sin  ffji  sin  y^ + ^s  8»^  «s  sin  yg  + . . .)  sin  o 
+(  Pj  sin  «1+ Pj  sin  a^  cos  yi  + . . .)  cos  »]  sin  s 

Die  in  der  Klammer   befindliche  Summe   des   zweiten  Glicde 
Itot  sich  zusammenziehen  auf 

ii8iQajCOSCD-|"AsinasCOs((0— yx)-|-^38inasC0S(a>  ~ys)-f-  .  •  . 
wodurch 

^  ■*  P^co8t'\-Pi{coBa^  cosf^-  sin  a^sin  ecos  w) 

+Pa(coscr2cos€+sina2sin€cos((io— y,))4-  .  .  . 
.  .  .  4--PH(cosflfMCOS€+8ina»8inecos((o— yn-i)) 


cos/?i  —  cosaj  cosffo 

cosy,  -=  — ^ : — 

'^  sinoiSinoji 

cos  ßi  —  cos  «1  cos  «8 

^*  sina^sinos 

cos  öo  —  cos  a^  cos  4x4 

cosy«  «  — ^ -. — ^ 

'*  sinaismet^' 


cos  /Jh-I  —  cos  «1  cos  an 
COSVm— 1   =  : ' 

'  sinoiSmer» 

Um  die  Winkel  yit  y%i  Y»  •  *  •  ▼on  der  Frojection  der  Kraft  P^  weg 
^^^%  gei&hlt  SU  bekommeD,  hat  man  (Fig.  2)  bezflglich  solcher  Kräfte, 
^cbe  Yor  der  dnrch  PqPi  gelegten  Ebene  sich  befinden ,  einfach  für  y  den 
^  den  swei  a  und  dem  ß  sich  ergebenden  Wert  zu  nehmen ;  bezüglich 
"^Icher  Kitfte  hingegen,  weiche  hinter  der  durch  PqPi  bestimmten  Ebene 
^S^>  hat  man  den,  ans  den  zwei  a  und  dem  fi  berechneten  Winkel  von 
^^*  absniieheo  nnd  die  Differenz  für  y  zu  nehmen. 

^itk.  4.  muu  n.  Phji.    2.  Reihe,  T.  X.  4 
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Behufs  Berechnang  von  R  kann  man  nun  bei  jedem  der  obi| 
Ausdrücke  den  Qnotienten  zweier  beliebigen  Snmmanden  gleich  i 
Tangente  oder  Cotangente  eines  Winkels  setzen  und  das  Yerüahi 
in  der  bekannten  Weise  zu  Ende  führen^). 

5)  Berechnung  derDistanz  zweier  Punkte  aus  ein« 
polygonalen  Zuge. 

Sind  mit  Bezug  auf  Fig.  5,  «oi  «n  't  •  •  •  ^h  die  Seiten,  ß^, 
ß'j  .  .  .  ßn  die,    immer  in  gleichem  Sinne  gemessenen  Brechon 
Winkel  der  Seiten  eines  polygonalen  Zuges  zwischen  zwei  Punkt 
A  und  B^  so   findeti  man    für  die  Winkel  o^,  a,,  ...  an  welche 
Seiten  s^^  s^^  s^  ,  ,  ,  sn  mit  der  Seite  sq  einschliessen,  der  Reihe  na 
die  Werte: 

«1  =  /?!  — 1800 

.         •  .  • 

.         •  •  . 

•         •  •  . 

«n  -  /JH-(n.l80«  — ft  — ft—  .  .  .  — /?H-i) 

Fällt  die  Seite  sq  mit  der  Richtung  des  magnetischen  Meridii 
zusammen,  so  geben  die  Winkel  Oj,  og,  »s  .  .  .  die  Abweichung 
der  Seiten  vom  magnetischen  Meridian  an. 

Nach  obigem  haben  wir  also  in  diesem  Falle  die  Distanz 

AB  »  *ocos^+«icos(^  — a3i)+«,cos(^-- «,)+.. . |-«»C08(^  — i 

wenn 

^1  sing|-f"*>s^P<*t"t"  -  •  '  +<Hsinan 

«o"f"'icosai4~*2cosa2-}"  .  .  .  -|-«nCOS  (i!t       ^^ 

gesetzt  wird. 

Behufs  Berechnung  der  Distanz  AB  kann  man  auch  so  vorgeh« 
dass  man  snccessive  die  Winkel  cD|,  cd^j  »s  . . .  a>n  berechnet,  welc 
die  Seite  sq  mit  dem  Radinsvector  r^ .   der  Radiusvector  r^  ndt 
jener  r^  mit  r^  n.  s.  f.  einschliesst. 

Für  diese  Winkel  findet  man: 


6)  Schreibt  man  die  drei  Kräfte  P^,  P^y  P«  zu  den  Ecken  einet  Di 
ecks  und  zwischen  selbe  die  Winkel,  welche  selbe  mit  einander  einschlief» 
80  kann  man  ans  diesem  Dreieck  den  schematischen  Vorgang  aar  Anlrtell« 
der  Ausdrücke  für  Rj  wie  selbe  oben  angegeben  sind,  entnehmen« 
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•  •  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

^  5»-i   sin(a,f  1  —  (cfti  4-  Q>»  +  - » ■  <«h~2)  )  1 

+  COtgCufn—  (c»!  4-  (02+  .  .  .  +  Wii-l)) 

ud  fkr  die  Radinsvectoren  r^,  r,,  rj  .  .  .  th 

^^        ^  *  sine«! 

8in(flr2 — 00,) 


r,  —  «, 


»'s  — *s 


sincot 

8in(a3  — (a)j  +  co^) 
8ino>3 


sinjan — (tt>i+<o>+  -  >  -  +fl>H-i)) 

810«» 

Ab  Nachweis  fflr  die  Richtigkeit  obiger  Formeln  hat  man  : 

rj  =  y,^t^,^a^  2«o«,  cos  «1 
welcher  Ansdrock  sich  auch  schreiben  lässt: 

O  =  V«i*  sin  «1«  +  («0 + «,  cos"^ 
öcizt  man  nun 

#o+*iCOs«,  ^  cos  «1 

—r =  COtg  (Ol  —    -: * 

«jSinai  ®    ^       sin  (0, 

■0  wird 

r^  —  «j  sin  cfj  sin  (0|  -f"  (*o + *i  cos  or  j  )cos  (0| 
Qua  da 

«o-|-«i  cos  «1  —  »j  sin  «1  COtg  <o^ 
Mch 

r,  —  «jSin  fitj  sin  coi  -)~  «i  sin  cti  cotg  cd,  cos  Oi 

,  C08»«i 

—  *i  sm  ai  sm  w,  +  «^  sin  a,  -jr;^- 
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(Bin*(»,+C08*a)|\ 
L-! LI 
Sin  Ol         / 


smai 
^  8ino>| 

wobei  dann  noch  cotgO]  geschrieben  werden  kann 
femer  ist 

r,  —  yr,»4- V+2r,  «, C08(a,  —  w, ) 

—  T/(«,  sin(«,  —  »i))*+ (ri  +«,C08(a,  —  »j))« 

Setzt  man  nnn  wieder 

ri+«tC0S(i»j — «i)  ,  COSctff 

,  , ^ r-*-  —  COtg  CD«   «—  -, — - 

«t  8in(a,  —  Wj )  ^  ^        8in»9 

80  bekommt  man 

Tg  —  #s  sin  («, — öij)  sin  oo^  +  (»"j  +  'i  cos(cir,  —  Wj))  cos  »9 

nnd  da 

r,-}-«iC08(ff, —  »,)  —  «9sin(tf| — tt])cotgcos 
so  ist 

.  (sin*o,+  C08*c»,)  8in(aftt.) 


wobei  dann  anch,  da 


sintfi 


'        ^sinfiD] 
für  cotgi»s  geschrieben  werden  kann 

«1         sinci  1      I      *  /  ^ 

COtg  W,  —  -  .  -r-7 * r  .  -; \-  COtgCHTf  —  »i) 

Sf   8in(o2  — 00])  smoit  •      ^^  »        »-^ 
n.    8.    f. 

Während  des  Ganges  der  Rechnung  ist  das  negative  Vorzeichea 
der  Winkel  zu  berücksichtigen,  so  z.  B.  mit  Hinweis  auf  Fig.  5. 
werden  sich  die  Winkel  «4,  013  nnd  004  als  negative  Winkel  ergeben. 

6)  Berechnung  des  Schlussfehlers  bei  der  Aufnahme 
eines  Polygons. 

Ist  die  Aufnahme  eines  Polygons  Fig.  6.  von  einem  Punkte  A 
ans  längs  der  zwei  Hälften  seines  Umfanges  —  ein  jedesmal  vom 
Punkte  A  aus  begonnen  —  durch  Messen   der  Seiten  «o«  *u  H  •  •  • 
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Ans  den  im  Obigen  behandelten  Beispielen  dürfte  schon  zu  ent- 
nehmen sein,  dass  das  Ausziehen  der  Qnadratworzel  mit  Zuhilfenahme 
der  trigonometrischen  Functionen  gewisser  Hilfswinkel  in  manchen 
Fällen  gut  zur  Anwendung  kommen  kann. 


Nachdem  unter  die  im  Torangegangenen  Abschnitte  aufgenomme- 
nen Beispiele  die  Berechnung  der  Resultirenden  von  an  einem  Punkte 
angreifenden  Kräften  eingereiht  wurde,  so  soll  Vollständigkeit  halber 
auch  noch  die  Berechnung  der  Resultirenden  in  einer  Ebene  und  im 
Räume  zerstreut  liegender  Kräfte  folgen. 

Berechnung  der  Resultirenden  von  in  einer  Ebene 
zerstreut  liegenden  Kräften. 

Greifen,  wie  in  Fig.  3.,  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  Pq,  P^, 
Pj  .  .  .  Pm,  deren  Richtung  mit  joner  der  Kraft  P^  die  Winkel  Oj, 
CT),  a^  ...  an  einschliesst,  und  deren  in  der  Richtung  der  Kraft  Pq 
verlegten  Angriffspunkte  o,,  o,,  03,  a^  .  .  .  vom  Angriffspunkte  a^ 
der  Kraft  Pq  um  die  Strecken  #1,  «s,  «3  .  .  .  #m  entfernt  liegen,  an 
verschiedenen  Punkten  an,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Besol* 
tirenden  durch  den  Winkel  cu,  den  selbe  mit  der  Richtung  der  Kraft 
Pq  einschliesst : 

P^sintt^4"^P»9ing3-^  -  *  ■  4"-fi«singn 

^"""  Po  +  PiCOsai  +  P2COsa,+  •  •  •  +PmCOS«» 

und  zur  Bestimmung  ihrer  Grösse: 

Po-tt  -»  Ä  ■=  PoCOSW-|-P,C08(w— «,)+   .   .   .   +-R»C08(fll— «h) 

und  zur  Bestimmung  ihres   in  der  Kraftrichtung  Pq  verlegten  An- 
griffspunktes den  Abstand 

desselben  vom  Angriffspunkte  der  Kraft  Pqi 

PjS,  sin«j-|-Pj«2Sinflf2+  •  •  •  -h^HSuSinan 


*0— H  ■"  *r  — 


i? .  sin  CD 


Zu  allen  diesen  Gleichungen  muss  selbstverständlich  das  Vor- 
zeichen der  Werte  der  trigon.  Functionen  berticksichtigt  werden, 
ebenso  auch  das  Vorzeichen  der  Abschnitte  s.  Mit  Bezug  auf  Fig.  3. 
ist 

negativ  zu  nehmen,  wenn 
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^«i""*i>     «o^*"*!»    ^^6^H 

itiT  genommen  werden. 


Hat  non  tgo  eine  bestimmte  Grösse,  so  ist  das  Endcrgebniss 
des  Zusammenwirkens  der  Kräfte  eine  rosnltirende  Kraft. 
?rird  der  Wert: 

P^sina|-4"'PfSinflf2+  .  .  .  ^-P^sinait 

**^"""Pe+PiCOS«,  +  PaCOSa,+  .  .  .  +PHSinan  ""  ^ 

so  ist  das  Endergebniss   des  Zusammenwirkens  der  Kräfte  entweder 
Gleichgewicht  oder  ein  Kräftepaar,  je  nachdem 

P|i|.ging^+P,g,sing>4-  -  -  -  +Pw-i.gH~isingM-.i  r"      . 

PHSin(1800+«„)  ^  '-  '" 

Es  kann  nämlich  als  Endergebniss  ein  Kräftepaar  oder  Gleich- 
gewicht nor  dann  resultiren,  wenn  die  Resnltirende 

TOB  fi'-l  Kräften  an  Grösse  gleich  der  nten  Kraft,  also  ^  Ph  ist, 
and  wenn  nebenbei  der  Winkel,  welchen  die  Resnltirende 

der  («— 1)  Kräfte  mit  Pq  einschliesst,  am  180^  grösser  als  otn,  mithin 
!»•+««  ist. 

In  diesem  Falle  (wenn  nämlich  tga>-°  f)  hat  man  demnach  zur 
Bestimmung  der  Entfernung 

des  Angriffspunktes  der  Resultironden  der  (n— 1)  Kräfte  vom  Au- 
grifflBpunkte  der  Kraft  Po,  diese  Entfernung  auf  der  Richtung  der 
Kraft  Pq  gemessen: 

P|g|Sinai-{-Pt^g8ingg+  -  -  -  + -^M-i^H~ising»-i 

,o-(«-i)  —  *r.  —  -  Ph  sin  (180+ an) 

und  als  Arm  a  des  Kräftepaares  die  Differenz 

a  —  #0-»  —  «O-(M-l)  —  «r  —  Sr^ 

Ist  diese  Differenz  -»  0,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewichte. 

Berechnung  der   Resultirenden  von  im  Räume  zer- 
streut wirkenden  Kräften. 
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Ist  die  Besnlürende  von  n — 1  Kräften  an  Grösse  der  nten  Kraft 
gieiGh  nnd  entgegengesetzt  gerichtet,  fällt  sie  aber  mit  der  nten 
Knft  nicht  in  eine  Linie  znsammen ,  so  ist  das  Endergebniss  des 
Zonmfflenwirkens  der  n  Kräfte  ein  Kräftepaar. 

In  allen  andern  Fällen  ist  das  Endergebniss  eine  Kraft  and  ein 
Krlfkepaar  oder  zwei  Kräfte,  welche  entweder  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen  oder  aber  ja,  in  welch'  letzterem  Falle  sie  sich  zu  einer 
einzigen  Mittelkraft  Toreinigen  lassen. 


PiCOsPiSinai-f-itCOS/^tSingg-f"— •f^w-ico8i?it--isinflfH-i 

**  *"  PiC08ftC08ai4-P,C08|Vl08«,-|-^.-)-PH— lC08ft»-lC0SÄn-l 

PjCOB/?i«i8inffj4~^t<^os/?,«9sina, -{-  .  .  . 

+  Pn^l  COS  ßn-l  Sn-2  Sin  «h-1  =  P«  COS  ßn  8n  Sin  an 

i\8in/?,(#^  — «4  co8«i)  4- Pi8in /?,(*,— »»2  008«,)+  .  .  . 

/^  sin /?!  »4  sin  a^-l-Ps  sin /^s  114  sin  «»2 -|-  .  .  . 

-f-Pn-isin/Jw-iwiM-isin«,,-!  =  Pn sin  j^h^m sin  «„ 
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IV. 

Darstellungen  zalentheoretischer  Functionen 
durch  trigonometrische  Reihen. 

Von 

Franz  Rogei. 


Die  für  n  =  1,  2  .  .  .  ans 

hervorgehende  unter  dem  Namen  der  ^Lambert'schen  Refhe^^  be- 
kannte Reihe  geht  anter  Voranssetznng  eines  ^  ^  3!  i «  °^^  ^^^~ 

wandlang  dieser  Brüche  in  die  gleichwertigen  Potenzreihen  und 
schliesslichcr  Znsammenziehnng  gleichnamigrr  Potenzen  In  eine  neae 
Potenzreihe  über,  in  welcher  der  Coefficient  ^(m)  irgend  einer 
Potenz  OB"*  die  Anzal  sämtlicher  Teiler  der  Zahl  m  angiebt. 

Besagte  Reihe 

convergent  zwischen  den  Grenzen  0  = —1  and  x^^+l^  bietet 
demnach  das  bemerkenswerte  Beispiel  einer  rein  algebraischen  Reihe 
dar,  die  sich  in  eine  andre  von  entschieden  zalentheoretischen  Cha- 
rakter verwandeln  lässt. 

Diese  Eigentümlichkeit  soll  nnn  im  Folgenden  dahin  aasgebeatet 
werden,  zalentheoretische  Fanctionen  dnrch  stetige  Fanc* 
tionen  auszudrücken. 
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Alt  zweckdienliches   Mittel    wurde   beiderseitiges   wiederholtes 
IHferentüren    gewftlt     Im   allgemeinen  ist   nun    der   Differential- 
qaotiest  einer  convergenten  Reihe  nicht  notwendig  auch  convergent. 
IHe  Ergebnisse    werden  jedenfalls   einer    Yerification   unterzogen 
werden  müssen,  die  schliesslich  mittelst  zalentheoretischer  Betrach- 
tungen geleistet  werden  wird. 

Um  den  mten  Differentialqnotienten  der  Reihe 
ZU  erhalten,  wird  jener  des  allgemeines  Gliedes 

und  zwar  am   zweckmässigsten  mittelst  Zerlegung  in  Partialbrüche 
aofgesacht  werden  müssen.    Bekanntlich  ist, 


gesetzt, 

n 

a)  bei  geradem  n: 

-_    if  1  .,(-1)"  1 

»-2  0(fi+l)A^ 

LS 

b)  bei  ungeradem  n: 

^- ""  [i^  "t^...  ^*^^^  t=.f ..  ;=*^^::=^ J  ^^ 

Duraos  ergeben  sich  die  höheren  Differentialqnotienten; 

a)  bei  geradem  n: 

L  TV-       ir     1     _L  (-1)*    I V'    *^"^'^*'' 

b)  bei  ungeradem  n: 

-,  o-y«  -  -  L(i-,)-+it=2  «...(«**'-«)-+* 
Fttr  «  —  0  Ist 


C4 
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a)  bei  geradem  n: 


~  D^^y,  =  ^  [l  +  (-D-H;;  2JS%08(n-m)Ä*J 


5) 


b)  bei  ungeradem  n: 


rTÖ"«yH 


m 


-11+22:  C08(n  —  m)Ä^l 

n  L         A=2.4...  J 


6) 


Die  angezeigten  Summirungen  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Formel 

cos  2«  4- cos  4a  4-  .  .  .  +COS(Ä  — 2)a-4-COSÄ«  —       i  .         ^^ 


ansftthron,  dann  ist 

a)  bei  geradem  n: 


(A  gerade) 


(-1)"  + 


8in(n  —  l)(n  — »n) 


n 


sin(n  —  m)  — 


7) 


b)  bei  ungeradem  n: 


— "m)jr 


sin(n — m)~ 
n 


8) 


Die  Discnssion  ergiebt  nun  folgendes: 


A.    Bei  geradem  n  und  geradem  mist  der  Anidmck  inner- 
halb der  Klammer  in  7) 

2  sin(n— f/i)  ^  cos(«— 2)  (w— wi)  ^ 


n 


sin(n  —  in)  — 
n 


— ö —  ist  hier  eine  ganze  Zal,  somit 


7t 


sin(n  —  I»)  2  ==  0 

ist  der  Ordnnngszeiger  m  ein  Vielfaches  von  n,  so  verschwindet  auch 
der  Nenner,  während 

n  — 2    n — m 


C08(n-2)(»-m)2"   -(-1)    ^ 


wird,  and 
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8iD(«— m)^ 
smifi— m)- 


atir  der  «nbestiniiiten  Form  f  eraoheint. 
Es  ist  dann 


n 


8iB(fi— m)^1  ^   C08(n— f»)^ 

«ä(«  — m)  - 1  C08(n  —  W)  - 


«  —  ffi        n  —  m 


folf^ich 

fi  — m       n  —  m       n — 2    n  —  m 
1  ~2  n        '        2^'""»* 


fj 


(n-2)(n-w) 
-(-1)  "  -  +  1 

B<    Bei  geradem  n  and  angeradem  m  ist 

.  «   .   n  —  2   n—  f» 
^  ^C08(«-m)^8in^-.-;^^ 

8in(n  — m)  - 

da  «  —  m  ongerade,  ist 

co8(n  -m)  2  ■"  0 

2      ist  eine  ungerade  Zal,  daher  verschwindet  sinf —ö— • ) 

nicht,  ebenso  sin «r,    weil ein   Bmch  ist     Folglich  ist 

obiger  Noilwert  —  0,   ob  nun  m  ein  Vielfiaches  ^n  von  n  ist  oder 
siebt 

G.  Bei  ungeradem  n  ist  der  Zähler  in  8)  —  0  und  der 
Nenner  verschwindet  ebenfalls,  wenn  n  in  m  aufgeht-  In  diesem 
Falle  erscheint  der  Nullwert  wieder  in  unbestimmter  Form  {.  Dann 
ist 

ATCk.  4.  MAtli.  1.  Fh/fl.   8.  lUlk«,  T.  1.  5 


9f 
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i  -C08(«-m)-j 

lN=n/U  lll=/UM 

Ist  m  kein  Vielfaches  fi»  von  »,  so. ist  der  Nenner  tin(ii-^m)  — 
von  null  verschieden,  somit  der  Nnllwert  -»  0. 

Diese  durch  unmittelbares,  wiederholtes  Diflferentiiren  von 

erhaltenen  Resultate,  lassen  sich  nun  durch  jene,  ans  der  mit  y«. 
gleichwertigen  Reihe  abgeleiteten,  leicht  verificiren. 

A.  Bei  geradem  n  und  geradem  m  wird 

^Z>-oJ^"  -  ^j  Z>%(a:"+«2-+  .  .  .) 

verschwinden  müssen,  wenn  der  mte  Diflferontialquotient  kein  Tonc 
freies  Glied  aufweist,  d.  h.  wenn  m  kein  Vielfaches  von  n  ist;  im 
bejahenden  Falle  hat  derselbe  das  Glied  ml  und  obiger  Nnllwert 
wird  =  1. 

B.  Bei  geradem  n  und  ungeradem  m.  Das  ungerad-male 
Differentiiren  einer  Potenzreihe  mit  lauter  geraden  Exponenten  kann 
nie  eine  Reihe  mit  einem  von  x  freien  Gliede  ergeben-,  mithin  ist 
der  Nullwert  «  0. 

C.  Bei  ungeradem  n  und  beliebigem  m  Iftsst  sich  dasselbe 
wie  in  A)  behaupten. 

Diese  Ergebnisse  lassen  sich  in  einen  einzigen  Satz  zusammen- 
ziehen, welcher  lautet: 

„Der  Nullwert 

/m\         \^  xH 

,4st  entweder  gleich  der  Einheit  oder  gleich  der  Null ,  jenachdem 
„m  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht'^ 

Diese  mit  Hilfe  trigonometrischer  Functionen  dargestellte  Function 
welche  die  nacbfolden  Darstellungen  ermöglicht,  hat  nach  7)  und  8), 
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b)  bei  ongertdem  m: 

"  •* "    sin  — 

3.  Dio  Snmme  Q{tn)  der  rcciproken  Toilcr  einer  Zal 

«  geht  ans  11)  nnd  12)  hervor,  wenn  -j  statt   -  angesetzt  wird: 

t)  bei  geradem  m: 

,  X        "•«*     1    sinm«  -     »•      1    8inm9K       m 
f(«i)=    2?      -| V-    £     -, cos«  15) 

Bin —  Bin  — 

n  n 

b)  bei  angeradem  m: 

Q{m)  —     i:      -, 16) 

Bin  — 
n 

4.  Die  Summe  von  Functionen  der  Teiler  J?/(0> wobei 
f{t)  eine  stetige,  für  die  Werte  von  n  »  1  bis  n  =  m  nicht  vcr- 
•cbwindende,  sonst  beliebige  Fonction  bedeutet,  enthält  als  speciello 
Fille  die  beiden  obigen  Summen   tf(m)   und   p(m)   und  entsteht  aus 

11)  nnd  12)  durch  Vertauschung  von  -  mit  -fin): 

%)  bei  geradem  m: 

ZmJTs     fJ^  ?li?L»4.    S    (^  ?l5ilL«co8^,  17) 

Sin  —  sm  — 

n  71 

b)  bei  ungeradem  m: 

2:ao   -  1    ^^^  ?^H  18) 

Sin  — 

fi 

^ie  Variable  <  hat  alle  TcikT- Worte  der   gegebenen  Zal   m  auzu- 


5.    Von  spcciollen  Fällen  verdient  vor  allem  jener  hervor- 
gehoben zu  worden,  wo  m  eine  Primzal  p  ist. 

Aus  den  Formeln  12),    14),  16)   und    18)  entstehen  bei  dieser 
Anoachme  sodann  folgende  Gleichungen: 
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pjp   -.+««.     +**.     .4.x«.     .4-0»».     .4-a'».      .+x" 

•  •    ■  I    *  •    ""i"       •       •       • 

j^Zp    -...+»»...    .+X'' +*» +«» 

•  •        I      *  •        •        • 

= +«» +x'« 


X* 


1— *» 


1— X' 


•  •         I      tlU  ■        •        • 

.    +x7 +«»* 


1  — x"         

1— ?»= +«" 


+^ 


.11 


Fdr  diese  Anzal  pm  lässt  sich  ebenfalls  ein  trigonometrischer 
Aasdmck  ableiten.  Derselbe  geht  aber  offenbar  auch  ans  den  For- 
meln 11)  nnd  12)  hervor,  wenn  die  Veränderliche  n  die  Primzalen 
von  n  =  1  an  durchläuft.  Da  es  nnr  eine  einzige  gerade  PrimKal 
giebt,  nämlich  p^  -•  2,  so  reducirt  sich  die  zweite  Summe  rechts  in 
11)  auf  die  Einheit  und  es  gilt: 

■ 

a)  bei  geradem  m: 

P 

b)  bei  ungeradem  m: 

WO  die  oberen  Grenzen  (m)  resp.  (m  — 1)  so  zu  verstehen  sind,  dass 
das  veränderliche  p  dieselben  nicht  tibertreffen  soll. 
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m 
n 


kann  eben- 


10.    Die.  grOaste  in  -  dnthaltene  ganze  Zal 

ABl  Bit  ffilfe  der  FnnctioD  xf")     dnrch    eine     trigonometrische 
Bobe  aitgadrflckt  werden. 

Wird  ntolich  m  als  Yerftnderliche  betrachtet,  die   nach  nnd 
Mch  die  Werte  von  m  »  1  bis  m  —  n  durchläuft,  so  wird  X  (  ^  ) 

flo  oft  "*  1^  als  m  ein  Yidfiushes  von  n  wird;  in  allen  andern  Fällen 
vovckwind^  es. 


Da  bei  geradem  n 


(-)-i^ 


COS  — 

mit  n 


mad  bei  mgeiaden  n  aber 


ist,  eo  wird  daher: 

a)  bei  geradem  «: 

I  m 

\  a 

b)^bei  ongeradem  »: 

m 
n 


sm 


1  sinmyg 

«    .   mit 
.  8in  — 
u 


n 


**    1  sinviTK        mn 
—  X cos  — 


24) 


sin 


11 


*•    1  sinm^s 

■»— 1    II        •      mV 

Sin  — 
n 


25) 


Um  den  Rest 


m 
n 


m  erhalten,  braucht  nur  in 


m 
n 


m 

H 


m 
n 


einer  der  beiden  letzteren  Ausdrücke  für 


m 
n 


eingesetzt  zu  werden. 


11.    Die  Anzal  2im  der  Primzalen,  die   nicht  grösser 
la  eine  gegebene  Zal  m  sind,  wurde  vom  Verfasser  mit  Hilfe 

m   I 

gefunden.     (S.    Archiv    für 


der  zaientheoretischen  Function 


n 


Matbematik  n.  Physik  |  Hoppe  |  2.  Reihe  Tom.  TU.  pag.  381.  1889). 
Es  ergab  sich  folgender  Ausdruck : 
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9fw  —  m—  £ 

i 


m 


C\p 


^   2         Ctp 

4.(_i)«-ii 


1 


Cn-\p 


oTp 


+  -  .  . . 


+  n  — 1 


26) 


wo  Crp  eine  Combination  der  rten  Classe  ohne  Wiederholnng  ans 
den  Primzal-Elementcn  Ps  .  .  .  pny  nnd  n  die  Anzal  aller  anter  Vm 
liegenden   Primzalen  bedentet.    Die   Snmmirung  in  den  einsdnen 

m 


Gliedern  hat  sich  auf  alle 


Crp 


welche   den  aämüicheii  Combi- 


nationen  Crp  der  rten  Classe  entsprechen,  zn  erstrecken. 

Bevor  die  neuen  Aasdrncksmittel  bei  letzterer  Formel  zur  An- 
wendung gebracht  werden  können ,  müssen  die  Glieder  mit  geradem 
Nenner  von  den  andern  getrennt  werden. 


« 


m 


m 


m 
2 
>t 


M 

3 


+(-!)'-> -r 


H 


m 


+  (-!)»-> -E 


8 


m 
Cn-ip 


m 

« 

—2: 

3 


m 
P 


n 

-£ 

3 

M 


m 


2C^p 
m 


+  -. 


n 
— J? 

3 


tn 
C^ 


+  -  .. 


+  n— 1 


Nun  können  die  Formeln  25)  und  26)  angewendet  werden. 
Irgend  ein  Glied  mit  geradem  Nenner  ist  dann: 


(-_l)r+l^ 
3 


m 


2Crp 


=  (— l)r+l  £   £ 
3    M 


"•    /     1 


sinmiKCOt 


flNT   \ 


oder  nach  der  hier  zulässigen  Vertanschnng  der  Summimngs-Ord- 
nung: 


(-1)^12:'   "• 


5    \2Crp 


(-1)»^+1    £ 


^JXf^^si 

m=l  8  V^W  p 


sinm^rcot 


ebenso  ist  ein  Glied  mit  ungeradem  Nenner: 

*1   it  /  1     sin  mn^ 


(-lyi: 


Vi 

cTp 


daher  ist 


3(m  =  m-]-?»  — 


m    r 


f/»9r 


H 


mn 


\  sin  mw  cot  —z-  +  -^  öT^ —  wo  »*n  cot  ött 

«  3    ^^iP  ^W 


F 


"  sinmT        fWTt 

3     JC-aP  ^^'2  1* 


-...+(■ 


U       1         .  .     mn 

?2c;::;F'""'"''^'2ör:i' 
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■  1    riniüff       »     1    sinmy 

,Ci^       m»  +  ,    Qp         m«         •■•      • 

nn  77-  8in  77- 


+  (_l,«-3i       1       _J!IL^-_|  27) 

C/M-2P 


] 


12.    Die  Anzal  Vm  Iftsst  sich  noch  auf  eiuo  andere,  bedeutend 
eiofacbere  Art  mit  Hilfe  einer  neuen  Function 

K")-'-'(") 

weiche  die  Kenutniss   aller  unter    v^m   gelegenen   Primzalen  niclit 
DOtweodig  macht,  finden.    Jenachdom   n  gerade  oder  ungerade  ist, 

nimmt    ty^J  und  somit  auch  l(-)  eine  spcciolle  Form  an: 

a)  bei  geradem  m 

. /iii\       .      1  sinm^K        fUTT 
Jl- 1  =  1 cos  — 

Sin 

n 

b)  bei  ongeradem  fi: 


Binmn 


Sin — 

H 


Die  Function  il)  ist  daher  entweder  »  0  oder  »  1,  jcnach- 
dem  m  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht. 


Das  fflr  irgend  eine  Za\  m  gebildete  Product 

m-l 


H=3       \»/ 


wird  verschwinden,   wenn  auch  nur  eine  einzige  der  Zaieu  unter  m 
in  m  aufgeht;  ist  daher  m  eine  Primzal  p,  so  wird 


Diese  Factorenfolgeu  fttr  alle  Zalen  von  2  augefangen  bis  m— 1  ge- 
bildet und  addirt,  müssen  eine  Zal  ergeben,  welche  von  der  Aiizai 
%m'  sämtlicher  unter  m  liegenden  Primzalen  nicht  verschieden  ist. 
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i 


m 


c\p  ! 


+  f 


2 


fß 

cip 


n 

1 
m 


m 


+  n— 1 


+  -  .  .  . 


2i 


wo  CVp  oino  Combination  der  rten  Classe  ohne  Wiederholnng  ac 
den  Primzal-EleiDeDton  Ps  .  .  .  pn^  und  n  die  Anzal  aller  anter  Vi 
liegenden   Primzalen   bedeutet    Die   Snmmirung  in  den   einzelne 

m 


Gliedern  hat  sich  auf  alle 


Crp 


welche   den  Bämtlichen  Comb 


nationcn  Crp  der  rten  Classe  entsprechen,  zu  erstrecken. 

Bevor  die  neaen  Aasdmcksmittel  bei  letzterer  Formel  zur  Ai 
Wendung  gebracht  werden  können ,  müssen  die  Glieder  mit  gerade 
Nenner  von  den  andern  getrennt  werden. 


S( 


m 


m  — 


m 
2 

H 


M 
3 


m 


+(-i)H-i2: 


.3 

H 


m 


+  (-l)"-iX 


'2Cn^2P 

m 
Cn-ip 


2C,p 

n 

—2: 

3 


m 
P 


M 

-£ 

3 

M 


m 


m 


+  -.  ■• 


M 

3 


m 


+  -  .. 


+  n— 1 


Nun  können  die  Formeln  25)  und  26)  angewendet  werden. 
Irgend  ein  Glied  mit  geradem  Nenner  ist  dann: 


(-_l)r+l^ 
3 


m 


2Crp 


=  (^l)r^l£  £   (stt;-« 
3  H=l  \^^rP 


fiwr 
srnm^rcot  Ö77 


-"1 


oder  nach  der  hier  zulässigen  Vertauschung  der  Summimngs-Oi 
nung: 


5    I  ZCr/> 


(-l)Hl    £ 


W»     M    /       1 

m=l  8  \2Cr  p 


sin  m^  cot 


ebenso  ist  ein  Glied  mit  ungeradem  Nenner: 


(-1)^2: 


9/« 

cTp 


-  (-1) 


daher  ist 


3(m  =  m+u  — 


m    r 


m9r 


OlJf 


l  sin  mw  cot  -;:r  +  -^  ot; —  w^  ''»^  cot  ött 

J  3    ^CjP  ^Oj 


ft 


2Qr 


3  2Ch^2P 


sin  IM»  cot 


mi 


2Cn. 


I 
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ü 


"  1    silimT    ,    **     1    sinmr        , 
j  C/]^  .   m»    '    s    Qp    .    mit         ' 


Sin  TT 


+  (-l)"-V-2?7r^-^^l  27) 

.2p. 


12.   Die  Anzal  Um  Iftsst  sich  noch  auf  eino  andere,  bcdcutond 
«oficbere  Art  mit  Hilfe  einer  neuen  Function 

welche  die  Kenutniss   aller  unter    v^m   gelegenen   Primzalen  niclit 
lotwendig   macht,  finden.    Jenachdem   n  gerade  oder  ungerade  ist, 

Bimmt   %{-)  und  somit  auch  l(~)  eine  specioUe  Form  an: 
%)  bei  geradem  m 

w/»*\        -       1  Binmn         mn 

J(-|  =  1 cos  — 


Sin 

H 


b)  bei  ungeradem  fi: 

8inm9K 


fflTT 

Bin — 

n 


Die  Function  ^    )  ist  daher  entweder  —  0  oder  »  1,  jenach- 
dem m  ein  Vielfaches  von  n  ist  oder  nicht. 


Das  für  irgend  eine  laX  m  gebildete  Product 

m-l 


H=3       \'*/ 


wird  verschwinden,   wenn  auch  nur  eine  einzige  der  Zaleu  unter  m 
in  m  aufgeht;  ist  daher  m  eine  Primzal  p,  so  wird 


Diese  Factoronfolgeu  für  alle  Zalen  von  2  augefangen  bis  m— 1  ge- 
bildet und  addirt,  müsfieu  eine  Zal  ergeben,  welche  von  der  Aii/ai 
%m  sämtlicher  unter  m  liegenden  Primzalen  nicht  verschieden  ist. 


78 


Rogel:  DarstellungtH  taienthMretiichtr  FuHcttönen 


solche  Factoren  ergänzt  werden,  welche  jenen  Primzahlen  pr  < 
eutsprecheu,  die  in  m  nicht  enthalten  sind,  far  die  daher 


Pr  * 


m 
Pr 


=  1 


wird.    Für  ein  nugefades  m  ist  dann 


m 


und  für  ein  gerades  m: 


f    \       1     rV    A        ^    sinm«\ 


32) 


wo  als  obere  Grenze  jede  endliche  Zal  ^  n  fiingiren  kann. 

Die  kleinste  zulässige  Grenze  ist  jenes  n,   bei  welchem  pm  < 
<  Ph  1-1  ist.    Für  die  Potenz  einer  Primzal  ^  ist 

ip(fn)  -  9(^)  —  ^-l(g  — 1) 

somit   (wenn   ^  >  2): 


15.    Das  Prodnct 


a 

b 

c 

1; 

n 

•Z 

n    •« 

n 

.      •    X 

II 

ist  »  1  oder  »  0,  jenachdem  n  in  allen  Zalen  a,  5,  c  •  .  .  ib  i 
gleich  enthalten  ist  oder  nicht,  daher  stellt  die  Summe 


a 

a 

b 

e 

h 

^1 

••=1 

n 

% 

n 

% 

n 

•  •  •    2 

n 

a  als  die  kleinste  der  Zalen  a,  &,  <?  .  .  .  A;  vorausgesetzt,  die  An* 
zal  der  Zalen  dar,  welche  in  allen  Zalen  a^  by  c  . . .  ktni 
halten  sind;  femer 


a 

mgm 

a 

b 

e 

k 

£  n% 

— 

X 

— 

% 

— 

'     '   X 

— 

n=^ 

n 

wW 

n 

n 

Ww 

n 
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die  Samme  aller  in  jeder  der  gegebenen  Zalen  a,  ^,  c 
itifgeheDdeii  Zalen,  und  allgemein 


m 

a 

b\ 

c 

k 

^f(n)t 

n 

% 

n     X 

n 

•    Z 

n 

ie  Summe  Ton  Functionen  f  (von  bereits  bezeichneten  Eigenscbaf- 
Im}  iller  in  sämtlichen  gegebenen  Zalen  aufgehenden  Zaien. 


16.   Der  Ausdruck 


l+(n-l)X 


m 
n 


kt  die  Eigenschaft  für  jedes  m  —  fin  (fi  eine  ganze  Zal)  ==  n,  sonst 
tber  =  1  zu  werden.    Das  Product 


n^    |^l  +  (p-.l);^|^*jj 


wo  Alf  m  successive  die  Zalen  a^  b^  c  ,  ,  .  k  zn  setzen  sind ,  muss 
daber  eine  Potenz  von  p  ergeben,  deren  Exponent  anzeigt,  wie  viele 
der  Zalen  a,  5,  «...  die  Zal  p  enthalten. 

17.  Die  Aufgabe,  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass 
mehr^^  Zalen  von  unbekannter  Zusammensetzung  zu  finden, 
kann  auf  jene  zurückgefdhrt  werden,  die  höchste  in  allen  Zalen  a, 
h^  e  .  .  ,  k  aufgehende  Primzalen-Potcnz  p,^  zu  ermitteln.  Nun  wird 
du  Product 

pr*^ 

entweder  «—  1  oder  —  0,  jenachdem  sämtliche  Zalen  a,  b,  c  , , 
h  die  Potenz  pr*  enthalten  oder  nicht;  femer  verschwindet  es  auch 
wenn  pr^  eine  der  gegebenen  Zalen  flbertrifft.    Werden  die  Producte 
firassl,  «  =  2...a-«a  gebildet  und  addirt,  so  ist 


a 

% 

b 

^ 

C 
pr^ 

pr^ 

a 


a 

b 

c 

k 

Pr* 

% 

Pr^ 

% 

Pr' 

'  •   •     % 

Pr' 

—  if 


der  Exponent  der  höchsten  in  jeder  der  Zalen  a,  5,  c  .  .  .  A;  auf- 
gehenden Primzalpotenz  prf.    Als  obere  Grenze  von  ^  darf  offenbar 


jede  Zal  et  ^  9  genommen  werden,  weil  ja  dann 


ist,  also  auch 


p/ 


-0 


«  = 


logg 

lOgpr 
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wo  F  irgend  eine  Zal  vorstellt,  nur  dann  nicht  verschwinden  nnd 
—  1  tein,  wenn  jede  der  Zalen  a,  b,  c  ,  ,  .  k  in  F  enthalten  ist. 
ErUh'  V  nach  nnd  nach  die  Werte  1  bis  P,  so  wird  die  Summe 
te  Prodncte  der  Functionen  %  anzeigen ,  wie  viel  Vielfache  von  V 
du  Product  P  nicht  übertreffen,  d.h.  es  wird  fi  hervorgebracht; 
diher  gilt: 


«(«,  6,  tf. .    fc)  =  -  -  ^^^—j^ 


CLj  b^  c  ,  »  ,  h 


V 
a 

1  V 
X     b 

t 

V 

••  X 

V 

k 

35) 


Als  untere  Summengrenze   kann  auch   die  kleinste   der  gegebenen 
Zalen  gesetzt  werden. 

19.  Die  Frage  nach  der  Anzal  gemeinschaftlicher  Teiler 
mehrerer  Zalen  a,  6,  ...  I;  ist  eine  sehr  naheliegende  und  findet 
^kre  Löfuog  mittelst  des  Productes 


(?)"(o-e) 


welches  die  im  Absatz  15.  gefundene  Eigenschaft  besitzt,  nur  für 
solche  t  nicht  zu  verschwinden,  welche  in  jeder  der  Zalen  a,  . .  .  X; 
enthalten  sind,  nnd  in  diesem  Falle  «  1  zu  werden.  Wird  nun  in 
der  Summe 


,S'(")'(r)-'(') 


jedes  Glied  mit  einem  Factor  multiplicirt,   welcher  die  Eigenschaft 
hat  entweder  -•  1  oder  =»  0  zu  sein,  jenachdem  7»  r»  • . .  r  ganze 

Zikm  und  relativ  prim  zu  einander  sind  oder  nicht.  Nun  verschwin- 
den aber  alle  Summenglieder  für  solche  t,  welche  auch  nur  in  einer 
eiizigen  Zal  nicht  enthalten  sind ;  obige  Summe  besteht  daher  nur 
Ml  solchen  Gliedern,    in  welchem   t  ein  gemeinschaftlicher  Teiler 

oder  in  welchen  r»  r«  •  • .  r  ganze  Zalen  sind.     Besagter  Factor  ist 

•    •  • 

iber  gegeben  durch 


r    I- 

•=2L  \n 


b_ 

t 

n 


n   J 


1-2 


a 
T 
n 


k 
t 
n 


Ank.  I.  Ibth.  1.  Phjn.   9.  lUihe,  T.  Z. 
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ist  -»  1,  wenD  -»  7 ...  7  nicht  zugleich  durch  n  teilbar  sind  und  ist 

-»  0,  wenn  sie  einen  gemeinschaftlichen  Divisor  n  haben.    Dio  obere 

Grenze  von  II  kann  beliebig  gross,  aber  nicht  kleiner  als  der  kleinste 

ab       Je 
der  Quotienten  7.  7 ' .  •  7  gewält  werden.    Werden  in  letzterer  Dif- 

ferenz  dem  n  die  Werte  2,  3  ...  a  (a  als  die  kleinste  der  gegebenen 

Zaleu  vorausgesetzt)  erteilt,  und  sämtliche  Ausdrücke  sodann  malti- 

plicirt,  so  wird  dieses  Product  nur  dann  nicht  verschwinden,  wenn 

ab  k 

keine  der  Zaien  von  2  bis  a  in  jedem  der  Quotienten  -»     7. . .  -- 

enthalten  ist;  in  diesem  Falle  wird  das  Product  —  1.  Dies  wird 
aber  nur  bei  einem  gemeiuschftlichen  Teiler  3)2  eintreffen,  welcher 
identisch  mit  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Masse  ist. 
Als  obere  Summeugrcuze  kann  offenbar  jede  Zal,  welche  nicht  kleiner 
als  die  kleiuste  der  Zaleu  a,  ^,  c  .  .  .  A;  ist,  genommen  werden. 

Die  im  Gegensätze  zur  Formel  33)  von  Primzalen-Variabelen 
freie  Formel  für  das  grösste  gemeinschaftliche  Mass  be- 
liebiger Zalen  a,  ^,  .  .  .  A;  lautet  daher: 


a 
~t 

X 

b 
t 

'% 

k 
i 

a 

.  n 

n=2 

1        i'*  I    1^  ' 

*'\7U\*'\nt 


i- 


\]] 


36) 


Für  nur  ungerade  Zaleu  wird   sich   diese  Formel   insofern  ein- 
facher gestalten,  als  dann 


0 


gesetzt  werden  kann. 


sin  mit 

mit 
sm  — 
n 


19.  Zalen,  welche  der  Summe  ihrer  Teiler  (die  Zalen  selbst 
ausgenommen)  gleich  sind,  wurden  bekanntlich  von  älteren  Mathe- 
matikern vollkommen  genannt. 

Eine  allgemeine  Gleichung  für  solche  Zalen  x  kann  leicht  mit 
Anwendung  der  Formeln  13)  und  14)  gewonnnen  werden.  Es  gilt 
nämlich : 


a)  bei  geradem  z: 
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£        £     cos  —  —  23  37) 

N=l.S^...  .,-«*^   «=2.4...      •,  ''^  ^ 

Sin —  8111 — 

n  n 

b)  bei  ungeradem  z: 

'        sin  «TT 
2;        «.  2«  38) 

w=/.3.5...  «:-  *''^ 
SID  — 

n 

Ebenso  leicht  liMsen  sich   Formeln    fflr   die  sogenannten  ami- 
cablen  Zalen  aufstellen. 


Brflnn,  im  October  1889. 


i.* 
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V. 


Zur  Theorie  der  höheren  Congruenzen, 


Von 

Franz  Rogel. 


ÜDler  den  zum  Fermat'schoa  Satze  fahrenden  Entwickelnngen 
zeichnet  sich  jene,  welche  sich  auf  den  hinomischen  Satz  sttttzt,  darum 
besonders  aus,  weil  sie  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung  fähig  ist 

Verschieden  von  dem  gradatimen  Vorgehen  Lejeune-Dirichlefs 
(Vorlesungen  über  Zalentheorie  S.  40)  soll  im  Folgenden  mit  Hilfe 
des  polynomischen  Satzes  eine  höhere  Cougruenz  aufgestellt  werden, 
welche  als  speciellcn  Fall  obigon  Satz  enthält. 

Es  wird  sich  hiebei  auf  algebraischem  Wege  die  tiefere  Begrün- 
dung der  Tatsache  ergeben,  dass  die  Congruenz 

nJP-^  ^  1  modp 

nur  für  durch  die  Primzal  p  nicht  teilbare  Zalen  bestehen  kann. 

Seien  nun  ci^  b^  c  ,  ,  .  k  n  ganze  Zalcn,  so  ist 

Werden  die  Glieder  so  zu  Gruppen  vereinigt,  dass  alle,  welche 
denselben  höchsten  Exponenten  tragen  in  eine  und  dieselbe  Gruppe 
kommen,  und  zwar  die  mit  dem  Exponenten-Maximum  p  in  die  erste, 
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...  die  mit  dem  Maximum  r  in  die  (p  —  r4-l)te  u.  8.  w.  und  wird 
gleichzeitig  der  allen  Individuen  einer  und  derselben  Gruppe,  z.  B. 

der   (p  —  r-f-l)ten  gemeinschaftliche  Factor  l   )  herausgeheben,  so 
ergiebt  sich: 

la  +  b  +  e  .  . .  +k)P  =  (aP+  .  .  .  +Ä:P)  +  (^_^J  {aP-H  .  .  .) 

+(A)[(2)(--^'+-)+(?)G)<-^--)] 
+ (i)(D  G)  ^'^-'*'''- ••>]••• 


...+ 


p— 1\  /  H-i  p— 1 


2     ,'' 


.) 


Diese  nach  fallenden  Potenzen  der  Grössen  a,  5,  <? . . .  Ar  geord- 
nete Entwicklung  lässt  deutlich  erkennen',   dass  irgend  eine  Gruppe 

mit  dem  Coefficicnten  (    j  charakterisirt   durch   den  allen  Gliedern 

gemeinsamen  höchsten  Exponenten  p  —  q  selbst  eine  polynomische 
Entwicklung  ist,  wenn 

<P+1 
^=  -2" 

ist  Die  Exponenten  der  Elemente  eines  joden  Gliedes  einer  Gruppe 
mit  Ausschluss  des  höchsten  p—q  werden  erhalten,  wenn  die  Zal  q 
ans  n  — 1  gleichen  oder  ungleichen  Zalcn  der  Reihe  0,  1,  2  ...  ^ 
lof  jede  mögliche  Weise  zusammengesetzt  wird.  Eine  einzelne 
Gruppe  kann  demnach  bei  einem 

loch  auf  die  Art  entstanden  gedacht  werden,  dass  die  n— 1  gliedrige 
Somme  [*+c  ...  +^  zur  r^ten  Potenz  erhoben,  mit  a*-«  multi- 
plicirt  und  schliesslich  a  mit  jedem  der  n  —  1  andern  Elemente  6, 
c ...  k  vertauscht  wird,  was  für  jedes  Glied 


(.:.)-" 
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Verletzungen  giebt.  Da  ferner  die  Anzal  der  Glieder  von  (6-j-c 
. . .  A;)9  durch  die  Substitution 

erhalten  wird,  so  ist  dieselbe 

-(n-l)9 

mithin  die  Anzal  aller  Glieder  der  (2-f-l)ten  Gruppe 

Dies   trifft  bei   allen   späteren    Gruppen,    wo   das   Elementen- 
Maximum  unter  — 0—  siukt,  nicht  mehr  zu.    lieispielsweise  wird  in 

der  f  — ^ — f-rjten  Gruppe  mit  dem  Maximum  ^^ «  das  Glied 

a  b 

weil      2 — h**^  ""ö    ""''  ^^^'  nicht  vorkommsn;   dasselbe  erschien 

bereits  in  der  (^- — rjten  Gruppe  mit  dem  Maximum  -^     +  »"• 

Die  nachfolgenden  Gruppen  werden  somit  nur  Bruchstücke  polyno- 
mischer Entwicklungen  sein;  doch  lässt  sich  von  allen ,  bei  welchen 
die  Exponenten  nicht  alle  gleich  gross  sind,  behaupten,  dass  die 
Anzal  ihrer  Glieder  ein  Vielfaches  von  n  ist,  weil  die  Anzal  der 
Variationen  zu  verschiedenen  Classeu,  gebildet  aus  n  Elementen, 
immer  durch  n  teilbar  ist. 

In  dem  Falle   eines   durch  p   teilbaren   n  besteht   eine  einzige 
Gruppe  mit  nur  einem  einzigen  Giiede 

n     n     n         n 

P     P     P         P 
a     h      c  ,.  .k 

deshalb  ist  die  Glicdcranzal  aller  Gruppen  von  der  -  vp-  teu  bis  zur 
letzten  nicht  durch  n  teilbar. 

Wird 
gesetzt^  so  ist  dem  Gesagten  zu  folge  in  jedem  Falle: 
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•'-'•4-(..«(»-i)  +  (o  »(»-!)'+  ••• 


+  U__1  )«(»-!)    ^    +Ä  2] 


wcoo  jedoch  H  kein  Vielfaches  vou  p  ist : 


3] 

V    2    J 
wo 

aas  der  Vereinigung  aller  Glieder 

— .  ^,     ?' za^bPc/  .  .  ,  k* 

a\  ß\  y\   .  .  .  x! 

p— 1 
bei  welchen  keiner  der  Exponenten   er,  j3,  y  .  .  .  x  die  Grösse   — ,j 

übersteigt,  hervorgicng.    Demnach  wird  jeder  Polynomial-Coefficieut 
iu  R  sämtliche  Primzalen   <;p-f-l    und  >  ^-ö^-  enthalten  müssen. 

Wenn 


p-l 


•* 


die  rtc  Primzal   (;?,  =  1),  ;)»  die  kleinste  Prim/al  noch  grösser  als 
—  und 

P  —  pr.pr-l  ...   pk\ipk 

ist,  SO  besteht  demzufolge  unter  Voraussetzung  eines  durch  p  nicht 
teilbaren  n  die  Congrnenz: 

.*^-^  =  i+(l[)u-i)+(0o*-i;*+  . .  . 

P  \        p-i 

+  1  ^_l   |(u-l)    ^'^     modP  4] 

Wird  nor  der  Teiler 

pr  =  r 
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von  F  als  Modal  angonommen,  so  entfallen  alle  Glieder  der  recliten 
Seite  vom  zweiten  angefangen,  und  es  geht  Fermat's  Satz 

nP"^  ^  1  mod  p  hervor. 

Im   allgemeinen   lassen   sich   r— 7j-f-l    Congraenzon   mit  den 
Modnli : 

Pr 

Pr  •  pr—l 

•       •       •       • 

Pr  .  pr-1   .   .   .  PHl  ,pk^P 

bilden. 

Für  ein 

pr-\  ■—  p  —  2    ist 

nf-i  =  1+  (i)  (~-l)  +(2)  (»-l)'modp(;>«2) 
odw 

nP-i  =  Q  n«  +  (^^)  oiod/i  (p  -2)  5] 

p  — 1 
Bedeutet  7  eine  zwischen  '^-^—  und  p+1  liegendd  Prirozal,  so 

gilt  die  Congruenz  4]   auch  für  das    Product  (pr .  pr-i  .  •  •  9)   als 
Modul.    Alle  durch  letzteren  teilbaren  Glieder  mit  den  Coefficieuten 

\p~9  +  i)'    vp-(/  +  2y  •••  (  P_:i.l 

auslassend,  entsteht: 


. .  .  —  K  )(m  — 1)  — 1  ^0  mod(p  .  .  .  g) 


oder 


>      >P  +  1 
«5-     2- 


nach  fallenden  Potenzen  von  n  geordnet,  ist 


Bog  •Ix  Zur  Thtor%§  der  höh§rtn  Congrueiunn,  g9 

(,4-.)(J=rO+C-;-.)e-',:2)V-'- 

\p-q-lj\        m        )-T-\p^^^2)\         m       ) 

■■'-»'-■(O  (:)]""••■ 

...  +(-.)"[Ci,)('7') 

-c_^,)e-r').+(9a)-(0(0]" 

+(-.)'-.-[(A)-(,4-.)-  + 

+6)-(0+(o)]="""""'''"  «] 

Die  hier  als  Coefficienten  auftretenden  Reihen  lassen  sich  mit  Hilfe 
der  allgemeinen  Formel 

wenn 

m -=»  p — <|f,    |) — g  —  1    ...    2,    1,    0 

gesetzt  wird,  snmmiren;  es  ist  dann: 

'--(,g('ö')--+G-;-.)(;)"'--- 

■■.+(-.)'-.0C£7!,)"+'-»'""(!;)(PD-» 

mod  {;>...(?)  7] 

wohr  auch  kflrzer  geschrieben  werden  kann : 

»'-14.  2;  (— i)m-g/'^'\  {^''^\  nP-»«  =  0  mod  (p  ...  5) 

Die  Formol  6]  gilt  für  jede  ganze  Zal  (7,  also  auch  für 

^-"2" 
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welche  Einsetzung  eine  zur  IBestimmung  der  Coefücienten  der  nach 
fallenden  Potenzen  von  n  zu  ordnenden  Connruenz  4]  dienliche 
Formel  ergäbe.  Einfacher  geht  die  auf  die  gewünschte  Weise  zu 
modificirende  Congruenz  unmittelbar  aus  7]  durch  obige  Substitution 

«--2" 
bei  gleichzeitiger  Aenderung  des  Modul  in  P  hervor: 

„^-1  -  £  (>_!)  ^     (P^^  l         ^^ j   I  ,,p-m  =  0  modP        8] 

V  V        2     J 

Ein  näheres  Eingehen  in  die  Natur  dieser  Coefficienten  führt 
zu  einer  weiteren  wesentlichen  Vereinfachung  dieses  Ausdruckes. 

Da  nämlich 

p(p  —  l)  .  .  .  (m  +  l).(m-l)  .  .  .^i^ 

p{p  —  l)  .  .  .  — g—  •       2 

ist,  so  enthält  dieser  stets  ganzzalige  Coefficient  den  Modul  P  immer 
dann,  wenn  m  eine  zusammengesetzte  Zal  ist.  Aus  diesem  Grunde 
können  alle  jene  Glieder  in  7]  und  8],  in  welchen  m  keine  Primzal 
ist,  einfach  weggelassen  werden;  die  genannten  Congrucnzeu  nehmen 
in  Folge  dessen  folgende  Formen  an: 

Die  veränderliche  p  hat  hierin  alle  Primzalenwerte  von  pk  bzhw. 
(j  bis  pr  =  p  anzunehmen. 

Die  Congruenzen  8],  7']  und  8']  gelten  offenbar  auch  für  den 
Modul  /),  vereinfachen  sich  aber  durch  Auslassung  aller  durch  p 
teilbaren  Glieder;  es  bleibt: 
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jj  —  1   /p  -  1 


') 


iii'-i-(-l)  I  p^i  j=0  modp 

non  ist 

(-1)    '"     (-.1)(-L>)  . .  .  (-  ?^)  ^  (?^^)  !  med  p 
daher  ancb 

(-1)    '■^    (p-i)(p-2)  ...(p-  ^-~- )  =  (^^*) !  mod/, 
oder 

(-1)   -     — 


r-?^)' 


2 


Aas  7]  eutsteht 


\p  —  qj 

da  />  —  5  gerade  ist,  folgt 

(-l)(-2)  ...[-(/)  -7)]  ^  (p-aV-  meJ  /> 
daher  auch 

somit 

/«  — 1\ 

1  mod  q 


\p  —  q/ 


and  weil  </  auch  des  Wertes  pk  fähig  ist 

1   mod  p 


In  allen  Fällen  geht  Fermafs  Satz  aus  den  allgemeiueu  Coiigruenzen 
8],  7']  und  8']  hervor,  wenn  p  als  Modul  augenommcu  wird. 

Derselbe  kann  nur  für  durch  p  nicht  teilbare  n  gelten,  weil 
wie  schon  bemerkt,  die  ganze  Function  K  nur  unter  dieser  Bedin- 
gung durch  H  teilbar  ist,  woraus  die  Möglichkeit  entsteht,  die  Con- 
grocnz  durch  Division  mit  ?*  auf  den  Grad  p  —  1  zu  bringen. 
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Aus  der  Gleichung  1]  Hessen  sich  noch  Congruenzen  fflr  Modul! 
ableiten,  welche  ausser  den  Primzalen  von  pr  =  p  bis  pk  noch  nie- 
drigere Primzalen  pk^i^  pk-2  ...  als  Factoren  enthielten,  sich  aber 
nicht  mehr  vollständig  nach  Potenzen  von  n  —  1  ordnen,  sich  Ober- 
haupt nicht  flbersichtlich  darstellen  Hessen.  Bei  Inanspruchnahme 
sämtlicher  Glieder  von  1)  entstünde  eine  unbrauchbare  Identität 

Da  den  gefundenen  Congruenzen  von  allen  durch  p  nicht  teil- 
baren Zalen  Genttge  geleistet  wird,  so  besteht  das  in  Bezug  auf  den 
Modul   P  vollständige    System    incongruentcr   Wurzeln!  aus    den 

P Zalen 

P 

/a  «  1,  2,  3 
a  -{-hp, 

Ä  —  0,  1,  2 

Die  Frage  nach  den  Wurzclfactoren  der  genannten  Congruenzen  er- 
ledigt sich  in  einfacher  Weise. 


Die  Congruenz 


P  P 

■  n—a  -  ^0  raodP 
p  p 


p 
hat  die    -  incongruenten  Wurzeln 

rt,  a+2),  a-\-2p  ..  .  «+(^-  — IJP 

Erhält  a  nach  und  nach  die  Werte  1,  2,  3  . . .  p  — 1,  so  ent- 
stehen /)— 1  Congruenzen  ersten  Grades;  das  System  ihrer  sämt- 
lichen von  einander  verschiedenen  incongruenten  Wurzeln  deckt  sich 
mit  obigem  System  a^hp  vollständig,  daher  hat  das  Product  dieser 
p  —  1  Congruenzen 

=  r^'*"*(n  — l)(/i-2)  ...  («  -;i-l)  =  ü  modP       9] 

dieselben  Wurzeln  als  7],  8]  und  8']. 

p 
Durch  Multiplication  mit  -  entsteht  wegen 


mod  P 
P 
die  einfachere  Form 


/py  _  P 

\p)  ~~  P 
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-(«  — l)(ii  -2)  .  .  .  (n-p—l)  =  0  modP 
welche  nicht  weiter  reducirbar  ist,  weil  die  CongnieDz 

jp  -  =  1  mod  P 
P 
snmö^ich  ist 

Za  demselben   Ergebniss    fahrt   die  Benutzung  der  bekannten 
Congraenz 


(n--l)(n  — 2)  ..  .  (M-p  — 1)  =  0  mod;> 

P 
wenn  beide  Seiten  und  der  Modal  mit  —  multiplicirt  werden. 

Schliesslich  sei  erwähnt,  dass  ans  dem  Fermat'schcn  Satze  sich 
eine  Congraenz  p  —  1  ten  Grades  mit  dem  Modal  P  ableiten  Iftsst, 
welche  dieselben  Potenzen  Yon  n  enthält  wie  8']. 


Es  ist  nämlich 

nP-^  ^  1  mod  p 


daher 


femer 


oder 


P  P 

-  itP-^  =  -  mod/' 

P  P 

n  ^  1  tnodpk 


p  Pk-l     p     , 

—  n  ^  ~  mod  p 

PU  pk 


P—Pi 


was  mit  n  multiplicirt 

-  ni»-*  ^  -  mod  p. 

pk  pk  ^ 

giebt  (jedoch  nur  fllr  durch  pk  nicht  teilbare  Zalen  n  giltig).    Durch 
Addition  der  Congruenzen 

P  P 

—  nP-i  =       mod  P 

pr  Pr 

pr-l  pr-i 
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Pr— 2  pr—2 


-,4i»-i  ^   -  n  mod  « 


entsteht: 

Pr       P  Pr    P     p  —  \> 

2     p  .nP-1—   -£    p    n  =0;    mod  P  lOj 

P-=Pk  P=P« 

eine  Congruenz,  welche  P{P)  incongruente  Wurzeln  hat,  welche  zu 
P  relativ  prim  sind. 

Brunn,  12.  Juli  1890. 
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VI. 


Miscelleiu 


Ueber  den  durch  die  Rotation  der  Erde  bewirkten  Seiteudraclc 

iliessender  Gewässer. 

Es  ist  behauptet  worden,  dass  in  Folge  der  Rotation  der  Erde 
ein  Seitendruck  der  flicssender  Gewässer  gegen  ihre  Räuder  statt- 
finde, welcher  bewirke,  dass  die  Ufer,  gegen  welche  der  Druck  ge- 
richtet ist,  sofern  sie  diesem  nachgeben  können,  sich  im  Laufe  der 
Zeit  verschieben. 

Dieser  Druck  wird  durch  die  Differenz  der  in  verschiedenen 
Breiten  verschiedenen  seitlichen  Geschwindigkeiten  der  Erdörter  her- 
vorgebracht, welcher  unter  Annahme  einfacher  Stromverhältnisse 
sich  berechnen  lässt,  was  wir  im  Folgenden  versuchen  wollen. 

Wir  legen  zunächst  einen  Strom  von  gleicher  Breite  und  Tiefe 
also  etwa  einen  Canal  mit  annähernd  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
nördlicher  Richtung  der  Reehnung  zu  Grunde. 

Es  sei  a  der  Radius  und  on  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde. 
fp  die  variabele  geographische  Breite  eines  Stromteilchens  dm  in 
seiner  Bewegung,  q>i  und  q>^  die  Breite  des  angenommenen  Strom- 
anfanges und  Endes;  a  sei  endlich  die  Stromlänge,  g  sein  Querschnitt 
and  t  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  des  Wassers. 

Die  östliche  Geschwindigkeit  eines  Punktes  unterm  Aequator 
ist  ao9,  die  in  der  Breite  q>  vom  Halbmesser  r  gleich 

reo  =  aC0B9.<» 

daher  die  Differenz  beider 

■■  aw(l  — cos^) 


I     (cos  90  '  cos  q>)  dtp 


9 

fon  9  bis  ^,  zo  erstreckea,  und  da  gemäss  unserer  Annahme  iiörd- 
UdMr  BichtQDg  Jm  proportioDal  adff  ist,  so  wird  die  entsprechende 
Arbeit  Ar  die  Gesamtreibung  des  aasfliessenden  Stromteils  in  dem 
lategral 

/9i  <Pi 

dtp      I   (cos  90  —  cos  g)) //«p 

erluüteii  sein. 

Wird  integrirt,  so  folgt 
^1  —  -^(i (Vi  -  Vo)*ce8 (po  —  (9i  -  9o)8in  Vi  +  cos g)o  —  cos g>,) 

Um  nun  noch  die  Reibungsarbeit  des  zufliessendeu  gleich  langen 
Stromteils  zu  finden,  haben  wir  im  ersten  Integral 

/      (cos  ^0  •  cos  (p)  dif 

Vo 

die  Grenzen  von  9o  ^^^  9  ^^  nehmen    und  alsdann  das  allgemeine 
Arbeitaintegral 

/9i  9 

^9  /     (cos^o  — cosg))#/<)p 

aber  den  ganzen  Stromlanf  zn  erstrecken. 
Die  Integration  ergiebt 
P^  —  Ali  (9,  —  g>o)*  cos  9o+  (9i—  9o) "«  9o  —  cos  9^0  +  cos  g),) 

Diese  beiden  Arbeiten,  welche  das  rechte  Ufer  angreifen,  sind 
einander  nicht  gleich,  wie  das  auch  selbstverständlich  ist;  vielmehr 
abertriCt  die  Reibnngsarbeit  des  ansfliessenden  Stromteils  die  des 
einfliessenden  nm 

P,— Pt  =  2(cosg)o-"COS9>i)  — (9i  -9o)("n»>o  +  8inVi) 
Wollte  man  Pf  —  Pf  setzen,  so  wäre  die  Bedingungsgleicliung 

2  (cos  9>o  —  cos  <Pi)  =  (qPi  -  9>o)  (sin  90 + sin  9,) 
zn  erfüllen,  woraus  die  transcendente  Gleichung 

Awek,  4.  IbtlL  m.  Pbjt.    2.  Keiht,  T.  X.  7 
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folgen  würde.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  «  «  tgu  sind  ausser 
n  •=- 0  noch  tt=  257®  27' 12"  etc/,  fallen  demnach  ausserhalb  des 
Bereiches  unserer  Rechnung. 

Die  Gesamtarbeit  nun,  welche  von  dem  ununterbrochen  fliessen- 
den  Strom  zwischen  den  Grenzen  (p^  und  g>i  innerhalb  der  Zeit  T 
geleistet  wird,  ist  demnach  durch  Pi+Pg  oder  durcb  das  Intogral 

d(p       j      (COS^O— C0S9i)rf9 

ausgedrückt  und  dieses  ist 

P=-  A(((p^  —  <Po)*cos 90  -  (9>i  —  9>o)  (sin 9i  —  s»« 9o) ) 
oder  nach  Einführung  der  Stromlänge  «  =  a  (yj  —  (p^) 

8^  8 

P  =  ^2  COS  Vo  •=  -  (sin  g),  —  sin  y^) 

Um  zu  sehen,  in  welchem  Yerhältniss  die  Reibungsarbeiten  für 
verschiedene  Stromlängen  stehen,  setzen  wir  für  einen  zweiten  Strom 
8  =fi8^  also  eine  n  fache  Länge  des  ersten  voraus,  verlegen  aber 
der  Einfachheit  wegen  den  Stromanfang  beider  in  den  Aequator, 
wodurch  9,»  —  «9  wird,  dann  ist 

sin  n  <p 

Pn  .  n(p 

—  -  =*  n* : also     S  n^ 

p  sin  (p  ^ 

Die  Wirkungsverhältuisse  beider  Ströme  stehen  also  in  noch 
grösserem  als  dem  quadratischen  Verhältnisse  ihrer  Längen. 

Will  man  die  Reibungsarbeiten  Q  für  eine  grössere  Zeitdauer 
ihrer  Wirksamkeit  berehhnen,  so  kann  man  setzen 

P:  Q  =  T:  ^    also     Q  =-  -  P 

Aifs'^  8     .  .       \ 

Q  —  ~  ^-j  cos  9o  —  -  (sin  to— sm  g>)J 

und  führen  wir  hierin  die  mittlere  Stromgeschwindigkeit  v  ein,  so 
ist  wegen  s  =  vT 

Q  =»    -  vt  l-cos^o  +  sin^o  —  sin9)i j 
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Die  auf  Zerstörung  des  rechten  Ufers  durch  die  Erdrotation 
Terursachtcn  Reibungsarheiten  nördlich  fliessender  Ströme  sind  dem- 
nach der  darauf  verwendeten  Zeit  und  der  flüssigen  Geschwindigkeit 
proportional. 

Id  demselben  Masse  also,  wie  die  mittlere  Geschwindigkeit 
wichst,  nimmt  die  Grösse  der  Reibungsarbeit  zu,  während  für  variabel e 
Stromlängen  nicht  in  demselben  Verhältuiss  proportionale  Wirkungen 
erfolgen,  da  dieselben  auch  von  der  geographischen  Breite  ihrer  Be- 
grenzungen abhangen. 

Die  Voraussetzung  rein  nördlich  oder  südlich  fliessender  Ströme 
findet  in  der  Natur  nicht  statt.  Die  obigen  Ableitungen  gelten  also 
nnr  für  einen  idealen  Fall.  Um  nun  auch  für  Ströme  veränderlicher 
Richtung  die  bezüglichen  Integrale  aufzustellen,  wollen  wir  zuerst 
wieder  die  Arbeit  eines  Massenteilchens  dm  für  die  Dauer  seiner 
Wirksamkeit  bestimmen. 

Die  Wirkung  der  Kraft  -4(cosg)o  —  cos<p)  ist  stets  nach  Osten 
gerichtet.  Weicht  nun  die  Richtung  des  Stromteilchens  ds  um  den 
Winkel  t  von  dieser  östlichen  Richtung  ab,  so  ist  die  Elementar- 
arbeit des  Massenteilchens  dm  für  die  Verschiebung  ds  proportional 
RdmiU^  wo  R  als  Componente  der  Kraft  normal  gegen  das  ent- 
sprechende Ufer  proportional  dem  Ausdruck  (cosqPo — to^<p)dmd8^mx 
wirkt. 

Die  Reibungsarbeit  von  dm   für  eine  unbestimmte  Stromstrecke 

ist  demnach  Adm  1  (cos^o  —  cos9)sinTjjf.    Nun  ist  aber 

c^siuT  =  adq> 
also  die  Arbeit  dieses  Stromteichens  dm  gleich 

A    1  (cos^^o  —  (^o%q>)dq> 

woraus  folgt,   dass   sie   unabhängig  von   der  Stromlänge  ist,   sofern 
letztere  nur  die  festen  Grenzen  q>Q  und  <pi  behält.    Der  Grund  davon 
ist    übrigens   leicht   einzusehen.    Denn  nimmt    der  Strom   in  seiner 
veränderlichen  Richtung  beispielsweise  einmal  eine  südliche  Richtung 
an,   so   findet  innerhalb  dieser  Strecke  ein  Druck   auf   das   rechte 
Ufer  nicht  mehr  statt,  und  die  Wirkung  des  jetzt  auf  das  linke  Ufer 
einwirkenden  Stromes  ist  für  das  rechte  gleich  null.    Lassen  wir  den 
Strom  wieder  zu  seinem  Ursprung  oder  zur  Breite  g?o  zurückkehren, 
so  hat  er  für  das  linke  Ufer  dieselbe  Arbeit,  wie  für  das  rechte  ge- 
leistet 

Man  kann  daher   sagen,   dass   die  Reibungsarbeit   des  Strom- 


?• 


10 


4^^=r  diCOBa  —  arfc^^       dx  «  rdA  — .  acosqp  <iÄ,       elx  =^  ig  udtj 

ilso 

cos^a  -  tgarfy,    dÄ-tg«-^,  ^=tgalogtg(^^-+y 

ils  ein&chBte  Gleichang  der  Loxodrome. 

Da  für  sie  die  Relatiou  (p  «  .«.  cos  a  stattfindot,  so  würde  auch 
f&r  den  Fall,  dass  ein  Strom  eine  Loxodrome  beschriebe,  die  Inte- 
gration seines  Reibungsiutegrals  ebensowenig  Schwierigkeiten  macheu, 
als  die  analoge  eines  Stromes  uUrdlicher  Richtung  als  Grenzfall  der- 
selben macht: 

Ffir  den  letztem  Fall  würde  man  orbalton,  wenn  man  setzt 
ha 

F'^  Abs /((p^  —  tpo)  COS  <pQ+sm(pn  -siuy,  A 

|+p(l(<Pj*— <ro*)cüsqPo  — (yi— ro)(To^*osyo  +  siß9i)     1 

\+COSqPo-~<50SqPi)  / 

nnd   dieser  Ansdmck  bedeutet  also    die  Keibangsarbeit  eines  nach 
Norden  hin  sich  stetig  verbreiternden  Stromes. 

In  den  bisherigen  Berechnungen  haben  wir  immer  stillschweigend 
dio  Voranssetznng  gemacht,  dass  die  wirksame  Kraft  ^  (cos  <po— cos<p) 
in  ihrer  Stetigkeit  keine  Ein busse  erleidet,  eine  Voraussetzung  aller- 
dings, die  in  Wirklichkeit  nicht  erfüllt  ist.  Denn,  wenn  z  B.  der 
Strom  aus  seiner  nördlichen  Richtung  plötzlich  in  eine  östliche  odee 
westliche  übergeht,  so  werden  durch  Druck  oder  Stoss  der  in  ihrer 
Bewegnngsrichtung  plötzlich  gehemmten  Stroniwasscr  gegen  die  Strom- 
ränder Verluste  an  lebendiger  Kraft  erfolgen,  welche  eine  Discon- 
tinnität  der  Bewegung  herbeiführen ,  vielleicht  mit  Ausnahme  bei 
rein  nördlich  oder  südlich  fliessenden  Gewässern.  Daher  können  die 
bisherigen  Entwickelungeu  nur  für  Ströme  wenig  wechselnder  Rich- 
tung gelten  und  auch  nur  unter  der  weitern  Bedingung,  dass  die 
Reibong  keine  nennenswerte  Abnahme  der  Druckkräfte  herbeiführt. 

Da  die  Reibung  im  allgemeinen  von  der  Geschwindigkeit  der 
gleitenden  Massen  unabhängig  ist,  so  haben  wir  in  den  obigen  Rech- 
niingen  auf  die  veränderliche  Geschwindigkeit  des  Stromes  keine 
Rücksicht  genommeh.  Wollte  man  indes  die  aus  der  Reibung  her- 
%origehende  Verzögerung  der  Bewegung  annähernd  bestimmen,  so 
wäre  als  negative  Acccieration  dieser  Geschwindigkeit  eine  dem  Druck 


■      « 

,     .  *  • 
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•  •  • 


•  •  •  • 


f/m(GD5(|pe^*^'co8<p)8iür  proportionale  Grosso  in  der  Gleichung  der 
IpbefE^ißflen  Kraft 

•;    'filT  p  einzusetzen,  woraus 

v»  «  c'  —  2k  (tp  cos  q>Q  —  sin  q>) 

folgt.  Das  Stromteilchen  dm  würde  also  in  seinem  wechselnden 
Laufe  in  allen  Punkten  gleicher  geographischer  Breite  stets  dieselbe 
Geschwindigkeit  haben,  entsprechend  den  gleichen  Geschwindigkeiten 
in  den  Niveaulinien  der  Schwere. 

Die  vollständige  Durchführung  und  Berechnung  aller  dieser  Ver- 
hältnisse ist  im  Grunde  eine  Aufgabe  der  Hydrodynamik,  unter 
welche  auch  die  Bcwegungsvorhältnissc  der  grossen  Meeresströmungen 
fallen  dürften. 

Gräfrath,  Jan.  1889.  E.  Oekinghaus. 


2. 
Relation  der  Flächenwinkel  des  Tetraeders. 

Da  ein  Tetraeder  durch  6  Stücke  bestimmt  ist,  unter  denen 
wenigstens  eiue  Lineargrösse  sein  muss,  so  können  nicht  mehr  als 
5  Winkel  des  Tetraeders  unabhängig  sein;  folglich  existirt  zwischen 
den  6  Flächcnwiukol  eine  Relation;  diese  ist  zu  ermitteln. 

Die  Fläclieuwiukel  seien  «,  j5,  y,  d,  f,  {,  und  zwar  sei  die  um 
2R  vermehrte  Ecke 

A^ß+y  +  ö 
B  =  y-f-a-f-f 

D  ^d  +  i  +  i 

Die  ebenen  Winkel  seien  nach   den   Kanten  der  Flächenwinkel  be- 
nannt, so  dass 

Winkel  (^y)+(ya) +  («/?)  =  2U 
also 

COs(i3y)  +  COs[(ya)-f.(aj5)]  =ü 

ist.     Dies  gibt  die  Gleichung: 

cos*(j3y)-f-cos^(y«)-|-cos*(cf/^)  +  2cüs(/?y)cos(y«)cos(«/3)  =  1 
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Drtckt  man  die  cos  dor  ebenen  Winkel  in  Flächenwinkeln  ans  und 
bezeichnet  die  cos  von  a,  /?,  y,  d,  «,  f  durch  a,  b,  c,  d,  «,  /,  die  sin 
durch  a%  b\  c\  d\  c',  /*',  so  wird  die  Gleichung: 


(^)■+(^)■+(^^^". 


aA2 


19^  +  ^^  c-|-_£a  /'+a6 

das  ist,  entwickelt: 

-{-2{bcd+cae'\-ahf+dcf) 

4-2(*<? .  <?/■+<?/  .  ad  +  ad  .  be)  =  1  (2) 

Diese  Relation  ist  symmetrisch,  sofern  darin  arf,  be,  cf  unter 
sich,  nicht  aber  abc  mit  rZc/*  vertauschbar  sind,  das  Tetraeder  also 
dasselbe  bleiben  muss. 

Sie  ist  2.  Grades  in  Bezug  auf  die  6  Cosinus  der  Flächenwiukel. 
Lautet  sie,  entwickelt  nach  /, 

fp{f)  =  Kr+2Lf+M=  0  (3) 

so  ist  die  Discriminante : 

Q«  =  L^  —  KM='  (a*  +  e«  -l  +  2aec  +  c^)  (b^  +  d^—l  +  2bd€  +  c^) 

Damit  A  und  B  reell  sind,  müssen  ß-j-y-h^  iiud  /+*''  +  *  >2R, 
also  die  2  Factoron  der  Discriminante  negativ  sein.  Unter  dieser 
Bedingung  ist  /  stets  reell.  Auch  für  positive  Factoren  würde  man 
ein  reelles  f  erhalten;  doch  entsprächen  die  6  Flächenwiukel  keinem 
reellen  Tetraeder. 

Die  Bedingung  für  reelles  ß  lässt  sich  schreiben: 

(l-a*)(l  — c«)  — (a<5  — c)2  >  0    oder: 
(a'c'y^jl  — cos2(ac)cos^(cc)}  >  0 

Sic  ist  also  von  selbst  erfüllt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  3 
Winkel,  deren  cos  ^  a,c,  ^  sind,  ein  Tetcacder  bilden ,  d.  h.  dass 
a  +  y  +  6  >  2R  ist. 

Ein  gleiches  gilt  für  J,  c,  d  in  Betreff  dos  zweiten  Factors.  Es 
ist  zu  beweisen,  dass  auch  das  aus  Gl.  (3)  resultirende 

die  analogen  Bcdiuguugen  in  Betreff  der  Ecken  C  und  D,  nämlich 
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«H  **+/'*+2a6/'— 1  <  0 
rf«+e«+/^+2rf«/'— 1  <0 

erfüllt.    Erstero  lässt  sich  schreibeu: 

und  nach  Einsetzung  des  Wertes  (4): 

(a'Ä'ir)«-(aÄÄ-  Z  ±  Q)«  >  0 
d&8  ist  * 

—  ar^<aÄ^— i±Q<aVjr    oder: 

Nun  findet  mau: 

X  — aftir—  ab  +  de  +  (ae+bd)e  —  «6(1— c«) 

—  (ac+«)(^<y  +  <^)  *=■  a*b'c^COS(ac)cos(be) 

demnach  wird,  wegen  K  —  c'*, 

—  a'Ä'JiTjl  ~C0S(ac)C0S(Aö)}  <  ±Q  <  a  b'  K{l  +  C0S(ae)C0B(b  e)] 

Für  das  obere  Zeichen  ist  die  erste  Ungleichung,   für   das  aiiCere 
die  letzte  von  selbst  erfüllt    Daher  bleibt  nur  zu  untersuchen,  ob 

Q<a'Ä'Ä'|li:cos(a«)cos(*c)} 

das  ist,  wenn  wir  auf  die  Ausdrücke  (4)  zurückgehen,  ob 

il<Ca'b'K±{L^abK)     oder 
Z,»-A'3/<{L-aÄÄ'±a'Ä'Ä')» 

ist.    Dies  entwickelt  gibt: 

—  (p( — abj[ia'b*) 

Nun  ist  Gl.  (2)  identisch  mit 

a  o  c  ' 
Substituirt  mau  daselbst  —ab'\'a*b*  für  /;  wobei 

f+ah  . 

—-rrr  m  ±1 
a  b 

übergeht,  so  erhält  man  sofort: 

q,{^ah±a*b')  -  \(d'{-bc)a' \+(e+ ac)b'\*  >  0 

Wenn  also  a,  /%  c,  d,  c,  /*  Cosinus  reeller  Winkel  sind  and  die 
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6L  (2)  erfÜÜloD,  80  entsprechen  je  3,  die  kein  Par  Gegen vinkel 
otliaiten,  bedingongalos  einer  reellen  Ecke,  mithin  alle  zusammen 
cuem  reellen  Tetraeder. 

£s  bleibt  die  Frage,  x)b  nnter  Voraussetzung,  dass  5  gegebene 
■Bier  ihnen,  a,  &,  e,  c2,  «,  Cosinus  sind,  d.  h.  zwischen  1  und  —  1 
liegen,  auch  die  resnltirende  sechste,  /,  diese  Bedingung  crfQllt? 

Betrachten  wir  zuerst  den  Spccialfall: 

dann  ergibt  Gl.  (2)  nach  Division  durch  !-{-<>: 

(l+/-)|(l~a)/^-l  +  ci  +  4««|  -0 

woraus  (da  !+/>  0): 

4a« 
/-l-i_-  (5) 

Wichst  o  von  —1  biso,  so  wächst/  von  ^1  bis  1;  darüberhinaus 
nimmt  es  ab  von  1  bis  —  od  und  wird  «—  —  1  für  a  —  j ,  das  ist 
•  «  |R.  Daraus  geht  hervor,  dass  das  System  der  a,  5,  c,  d,  « 
cDgero  Grenzen  unterworfen  ist,  als  der  natürlichen  Begrenzung 
zwischen  —1  und  1,  um  ein  reelles  (  zu  ergeben.  Wir  müssen  also 
der  Anflösung  (4)  die  Bedingung  hinzufügen: 

Es  ist  mir  nicht  gelungen ,  ohne  Unterscheidung  übermässig  vieler 
Fälle  die  Begrenzung  des  Systems  ozplicit  festzustellen. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Grösse  der  Ecken  als  gegeben,  so  fehlt 
noch  eine  Bestimmung  für  das  Tetraeder.  Zunächst  ist  nach  den 
Gl.  (1): 

/J-f  =  iM  — il+C-Z>)- 2E  >  (6) 

(«+^)+(|J+«)+(y+t)  -  \(A  +  ß-{-C+D)  -  28  (7) 

Man  kennt  also  die  Differenzen  der  Gcgenflächenwinkel  und  die 
Samme  ihrer  Summen.    Ist  nun 

so  wird  hiernach 
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Hiernach  haben  aHe  Ecken  gleiche  Flächenwinkel,  mithin  auch  gleiche 
Seitenwinkel,  und  man  hat  den  vom  fünften  Bestimmungsstück  un- 
abhängigen Satz: 

„Sind  die  Ecken  eines  Tetraeders  von  gleicher  Grösse,  so  sind 
„sie  auch  congruent;  zugleich  sind  dann  auch  die  Seiten  des  Tetra- 
„eders  congruent." 

Sei  jetzt  allgemein 

COStf]  —  Ol  ;     COS/3]  — »  ft, ;     COSyi  =  Cg 
cos^  «=  D^ ;    COS  £  =  £i :    cos  Z  =  F, 

und  die  Siuus  dieser  Winkel  durch  einen  Strich  von  den  Cosinus 
untiTschieden,  so  dass  S'  =  sing),  wenn  S  »  cos 9.  Dann  hat  man: 


(8) 


Die  einzigen  Unbekannten  sind  nun  noch  verbunden  durch  Gl.  (2). 
Diese  läset  sich  leicht  umformen  in 

-{-(ad^hc-\-cf)^'\'2{bdc'\'aeC'\-abf-^def)  =  0  (9) 

Führt  man  die  Werte  (8)  ein,  so  lautet  sie: 

2-A/+(a,«  +  6i2  +  ^j«-X)*  +  2(Vai'*  +  *i«*/^  +  c,«c,'') 

+  8A:a,ÄjCi4.8i:'a/^'6'/  =0  (10) 

wo 

A:  ==  Dj  E^  Fj ;     K'  ==  77, 'E^'F^*  1 

gesetzt  ist. 

Die  Grössen  a„  h^,  e^  werden  ferner  bestimmt  durch  Gl.  (7),  d.  i. 

«i  +  ft  +  yi  =  ^ 
oder,  wenn  cos  B  «  iV, 

woraus  nach  Elimination  der  3  irrationalen  Factoren: 


(11) 
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iV— OjÄi^l 

«J 

J, 

«i 

«,i/«c/« 

iV — «i^jc, 

c,*," 

6,c,'» 

*.«l'»«," 

c,a,'* 

JV — Oj^iCj 

ajc,-» 

*,«,%'» 

»1«»'* 

»•».'* 

iV — ajiiCi 

0 


(12) 


Entwickelt  man  die  DetcrmiDante  und   bestimmt   oj,  ^],  cj  als   die 
Wurzeln  der  Gieichnug 


80  wird  GL  (12) 
wo 


Un^^Vn  +  W ^  0 

4 

-4(.V»+2iV«Z  — iV(2  -/«-f  2m)  — 8Z 
iV  *  —  2^V*(r«  -  2m  -  2w«)  +  Z*  —  4Z«m 


(13) 
(14) 


Eüminirt  mau  auch  ans  Gl.  (10)   die  Irrationale,    führt   ebenso 
die  Coefficienten  Ton  Gl.  (13)  ein,  und  entwickelt  nach  n,  so  kommt: 


i\n^+l\n  +  n\  =0 


(15) 


wo 


L\  «64{(A'-/)«+Ä''«} 

}\  ^  16(i:— /){2—3/+(Z»  — 2m  — X)«  +  2(/«  — 2/»— /*+4/*;«— 2m*)) 

n\  —  j2  —  M+IP  -  -  2m  —  Ly+  2(Z*  —  2m -  /^  +  4/«m  -  2m«J * 

-  64A''«(1  —  /*+  2m  +  m«) 

nnd  nach  Elimination  von  n  zwischen  den  Gl.  (14)  und  (15): 


V  w 


(16) 


Hiernach  gibt  eine  Gleichung  16ten  Grades  /  in  m  nnd  eine  Glei- 
chung 8ten  Grades  m  in  /.    Das  Resultat  ist  folgendes. 

,^Betrachtet  man  die  Inhalte  der  Ecken  (/l,  B,  C\  D)  als  con- 
«.stant,  die  Summe  der  Cosinus  der  halben  Summen  der  3  Pare  von 
„Gegenwinkeln  (/)  als  unabhängig  variabel,  so  bestimmt  zuerst  eine 
«.Gleichung  8.  Grades  (16)  m,  dann  eine  Gleichung  2.  Grades  Ü4) 
,.n,  dann  eine  Gleichung  3.  Grades  (13)  a,,  ^t-  ^i?  woraus  endlich 
.,nach  den  Formeln 


a 


a,  D.^a^'D,'-,     [d  -  a,  Z>,  +a,'  D,' 


,,and  den  analogen  für  b.  «,  c,  f  die  Cosinus  aller  6  FlächcMiwinkel 
,^l8  Fonctionen  von  /  gefunden  werden  ^^ 
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Da  aus  deo  Flächeowinkeln  die  Seitenwinkel ,  ans  diesen  die 
VerhältDisse  aller  Kanten  hervorgehen ,  so  istd  darch  a,  6,  c,  cf,  e,  / 
die  Gestalt  des  Tetraeders  bekannt 

Geht  man  vom  regelmässsigen  Tetraeder  ans,  wo 

a  —  ^  =  ^  =  d  —  e  — / —  J 

ist,  deformirt  dasselbe  durch  beliebige  unendlich   kleine  lucremente, 
indem  man  für  die  genannton  6  Grössen  substituirt 

i(l  +  a),    id+ft),    i(l  +  o).    etc. 

und  entwickelt  Gl    (2).  welche  nur  Terme  1.,  2.,  3.  und  4.  Ordnung 
enthält,  bis  auf  2.  Ordnung,  so  erhält  man : 

Scbliessen  wir  zuerst  alle  Variationen  des  Tetraeders  aus,  bei  welchen 
gleichzeitig 

tt  =  <i;     Ä««;     c=/  (17) 

ist,  so  ist  a+Ä4"^+<^+*4"/  negativ  und  2.  Ordnung,  folglich  vor 
der  Deformation  ein  Maximum. 

In  dem  Falle  (17)   findet  man,  dass  die  Torme  3.  und  4.  Ord- 
nung mit  verschwinden. 

Mögen  jetzt  a,  5,  c,  d,  «,/ nieder  ihre  frühere  Bedeutung  haben, 

so  dass 

a  -«  cos«;    b  -=»  cos^;    c  =  cosy;    etc. 

ist;  dann  hat  sieh  ergeben: 

da+db  +  de+dd  +  de  +  df  ^  0 

und  zwar  ist  €i+*+«4"'^+«"f"^  ö*"  Maximum  für  das  regelmässige 
Tetraeder,  mis  Ausschluss  des  Falles  (17).    Da  aber 

da  =  -  a'3«;     g^  «  —  A'3/3;    de  «=  — c'dy\     etc 

und 

a*  -=.  b*  ^  c   «  rf'  -,  e'  =  /" 

ist,  so  folgt  auch: 

rfa-l-ö/J  +  Sy  +  ßd  +  Ss  +  af- 0 

und  zwarwird  «4-jJ+y  +  d  +  €  +  j:=:^(il+JB  +  C'+^)  oinMiuimum. 

Der  Ausnahmefall  (17)  bedeutet,  dass  die  Ecken  des  Tetraeders 
congrueut  bleiben. 

Das  Resultat  ist  der  Satz: 


HO  Miscttlen, 

80  werden,  da  /  -»  1  bekannt  ist,  a,  &,  c  in  2  Grössen  tn,n  darge- 
stellt, und  die  obigen  Fragen  finden  sich  beide  bereits  in  primitiver 
Form  gelöst  in  der  Gleichung  (14) 

die  erstere,  indem  N  mittelst  biquadratischer  Gleichung  in  m  und  » 
ausgedrückt  ist  ^  die  letztere  für  constantes  N  durch  quadratische 
Gleichung,  welche  n  als  Function  von  m  bestimmt. 

R   Hoppe. 


3. 

Eine  bemerkenswerte  Identlt&t« 

Unter  der  Bedingung 

O^x  <1 
gelten  die  Entwickelungen 

10        2*  3* 

y  =  a-c-x    (Schlömilch  Comp.  II.  107) 
Wird 

a 1 

genommen,   und   die  so   specialisirte  Gleichung  Nr.  2)   mit   Nr.  1) 
multiplicirty  so  ist 


»— * 


XC"'  —  y  = 


Nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  dann 

2»         1« 
- -  -  _  ^  0 

2 !      (1  !)^ 

3« V^ 1^ 

3!       1!2!      l!2l'" 

4S  32         11  2^       2^  IQ 

Ü^lTs'!""  2r2l""  31  1! 


=  0 


5!      4!  1:      3!  2!       2!  3!      1!  4! 


0 


N 


—1      (,i— 1)*-2       (n— 2)— 3   1»       (w-3)--*    2^       (w— 4)'*-i3» 


«:   ""(ii-l)!l!         (n-2)!     2!         (n-3)!      3!         (n-4)!  •4!'" 

2»  (n  -3)^-3__  10  (n^2)>'-2 

2!    (n-2)r       1!    (n-1)!     ""  ^  "^^ 

oder  weil 

(n-1)»*-^       (n-l)>*-3 

(n— 1)!    ""    (n— 2)!    '  '• 
ist,  nach  Maltiplication  mit  (n—l)l  auch 

«--  -  ("7^)  (n-l)-3+  («-1^  (n-2)"-^ 

+  CI2)  2«(»-3)"-'+ClJ)  (»-2)-=^  4) 

r=w-l  /w— 1\ 

=     X      (     ^  M(n-r)»*-'-2(r— l)»-i 

oder  n-^-l  statt  n  geschrieben 

BrQnD,  September  1890. 

Franx  Rogel. 


ö) 


4. 

Maximum  der  Ecken  eines  Tetraeders  für  den  Fall 

ihrer  Gleichheit. 

Im   vorigen   Aufsatze   (Mise.  2.  Seite  102)  ward  der  Fall,  wo 
alle  Ecken  einander  gleich  sind,  nur  als  der  einzige  betrachtet,  auf 
welchen  der  Beweis,  dass  die  Eckensumme  des  regelmässigen  Tetra- 
eders  ein  Minimum   ist,   keine  Anwendung  hat.    Es  blieb  fraglich, 
ob  sie  ein    Minimum,  Maximum  oder   keins   von  beiden   sei.    Zur 
Ergänzung  fQge  ich  jetzt  folgendes  hinzu. 
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Sei 

.  2V2 

cos  X  r=  I ;     Bin  X  —  — 5— 

und  ff|,  /9]f  /i  unendlich  klein;  dann  hat  man  bis  anf  2.  Ordnung 

«—  cos«  —  (l  — |-Jcos»  — «isin* 
und  analoge  Ausdrücke  fflr  h  und  c,  woraus: 

61.  (18)  wird  erfüllt  durch 

a4-6+c— 1  —  0 
femer  ist 

«  +  ?+y  -  3»+«,  +  ^,  +  y,  -  A 
folglich 

6        "+U-3x)^ 
oder 

^-^*         4y2 

Da  nun  ffj,  ^|,   yi  nicht  sämtlich  null  sein  können,  so  ist  A  — 
ein  Maximum,  und  der  vervollständigte  Satz  lautet  nun: 

«,Die  Summe  der  Ecken  des  regelmässigen  Tetraeders  ist  I 
„jede  Veränderung,  bd  welcher  sie  einander  gleich  bleiben,  < 
„Maximum,  fflr  jede  andre  ein  Minimum*^  R.  Hoppe. 
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VII. 


üeber  die  Reflexion  an  einer  Kugelttäche, 


Von 

Ulrich  Bigler. 


In  meinen  Vorlesungen  über  theoretische  Optik  behandelte  ich 
im  vergangenen  Winter  die  Brenn-  und  Wellenlinie  eines  reflecti- 
lendeD  Kreises.  Es  gelang  mir  hiebei,  beide  Curven  mit  allen  ihren 
Sogolaritäten  fOr  jede  Lage  des  leuchtenden  Punktes  genau  anzu- 
geben und  fOr  besondere  Formen  derselben  merkwürdige  Eigen- 
lehaften  abzuleiten.  Ich  hatte  meine  Arbeit  schon  vollendet,  als  man 
Bich  auf  eine  Arbeit  des  Hm.  Hamnet  Holditsch  über  die  Brennliuie 
ofinerksam  machte.  Dieser  Aufsatz  findet  sich  im  1.  Bd.  des  Quar- 
teriy  Journals  Seite  93—111  unter  dem  Titel:  On  the  caustic  by  re- 
ilection  from  a  spherical  surface  und  ist  im  Jahre  1857  verfasst 
worden.  Was  nun  die  Brennlinie  betrifft,  so  kann  ich  diesem  Auf- 
tttze  nicht  viel  Neues  beifügen.  Neu  ist  aber  die  Untersuchung 
Aber  die  Wellenlinie,  Ton  welcher  in  genannter  Abhandlung  kein 
Wort  zu  lesen  ist,  und  die  doch  ebenso  interessant  erscheint,  wie 
die  Brennlinie.  Zudem  verfolge  ich  den  Gegenstand  auf  einem  ganz 
indem  Wege  als  es  Hr.  Holditsch  tut,  so  dass  ich  es  glcichwol 
wage,  meine  ganze  Arbeit  im  Zusammenhange  der  Oeffentlichkeit  zu 
ftbergeben. 

Man  denke  sich  im  Baume  einen  leuchtenden  Punkt.  Durch 
denselben  und  den  Mittelpunkt  der  reflectirenden  Kugel  wird  ein 
I)nrchmesser  bestimmt.  Eine  durch  diese  Gerade  gelegte  Ebene 
schneidet  die  Brenn-  und  Wellenfläche  in  2  ebenen  Curven,  welche 
i^p.  Brenn-  und  Wellenlinie  genannt  werden.  Wird  nun  die  Schnitt- 
ebene  am  den  Durchmesser  als  Axe  gedreht,  so  beschreiben  diese 
Cnnen  die  zwei  genannten  Flächen.  Im  folgenden  sollen  nun  die 
Brenn-  and  Wellenlinien  einer  näheren  Betrachtung  unterzogen  werden. 

iick.  d.  lUtlu  m.  Pbjn.    2.  £eih6,  T.  X.  ^ 
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I.    Brennlinie  eines  refleetirenden  Kreises. 

§.  1.    Ableitung  der  Gleichung  der  Brennlinie. 

ADCD  sei  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a.    Der  Mittelpunkt  e 
desselben   werde   als   Ursprung   eines    rechtwinkligen    Coordinaten- 

Systems  gewählt ,  dessen  Axen  resp.  mit  den  Geraden  oA  und  oB 
zusammenfallen.    L  sei  der  leuchtende  Punkt,  und  seine  Entfernung 

yon   o  werde   mit  /  bezeichnet.    Der  einfallende   Lichtstrahl   LPq 

bilde  mit  der  x  Axe  den  Winkel  u,  während  das  Einfallslot  oP^ 
mit  derselben  Axe  den  Winkel  <p  bilden  soll.  Weil  nun  der  Ein- 
fallswinkel gleich  dem  Ausfallswinkel  ist,  und  jeder  <p    u  beträgt,  so 

bildet  der  reflectirte  Strahl  EPq  mit  der  x  Axe  den  Winkel  2(p — u. 
Werden  nun  die  laufenden  Coordinaten  eines  Punktes  P  dieses 
Strahles  mit  a;,  y  bezeichnet,  diejenigen  des  Punktes  Pq  aber  mit 
^0)  ^09  so  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck   PqPG  sofort  die  Proportion 

1)  X — Xq  :  y — yo  =  lcos(2q> — u)  :  lün(2(p  —u) 


wo  l  die  Strecke  LP^  bezeichnet.    Weil  nun  also 

Xq  »^  acos<;p,     ^0  "°  a%\\ifpj      Zcosu  »  f'{'acosg>j     Isinu  »  asinq) 

so  ist 

lcos(2fp'—a)  -»  cos29>.;costt-f  sin2g^.2sinu 

=  /*cos  29  -j~ ^  (co^  ^V  ^^B  ^  "f*  B^^  ^V  s^^  ^)  "=■  /cos  29  -]-  ^  cos  q> 
und 

l  sin  (2y  —  m)  «  /sin  2g>  +  a  sin  <;p 

Die  Gl.  1)  verwandelt  sich  somit  in 


2) 


ac— acosg>,    fcos2q>-^acosq> 
y  —  a sin  9,    fsin  2<p  -f- asin  9 


0 


Wird  dieser  Determinant  aufgelöst,  so  erhält  man 

3)         «(/sin29-f  osiny)— y(/'cos2<;p+acos9)  —  afsm<p 

als    Gleichung    des   reflectirten   Strahles    oder   der   Tangente    der 
Brennlinie. 

Wir  wollen  derselben  noch  eine  andere  Gestalt  geben  und  setzen 
«  =  e»>,    pz^x-^-iyy     q^x  —  iy 

dann  folgt  aus  Gleichung  2) 


Bigler:   lieber  die  Reflexion  an  einer  Kugtlfläche.  , 


115 


ud  man  erhält 


p  —  ai,     ft'^-\-at 


^-r   t^  +  r 


4) 


A<*+«(«-/")«^+0.<«-a(i)-/)<-p/«  0 


Denkt  man  sich  nun  für  einen  Augenblick  x  und  y^  also  auch 
^  vnd  9  gegeben,  so  gibt  es  4  ^erte  von  f,  welche  der  Gleichung 
4)  genflgen. 

Man  hat  also  den  Satz  gewonnen:  „Von  einem  Punkte  der 
„Ebene  aus  lassen  sich  im  allgemeinen  4  Tangenten  an  die  Brenn- 
f^ie  ziehen.  Dieselbe  ist  also  von  der  4.  Classe.'^  Um  nun  von 
Ider  aus  auf  dem  kürzesten  Wege  zu  der  Gleichung  der  Brenn- 
linie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  gelangen,  bedenke  man,  dass 
lieh  in  einem  Punkte  der  Curve  zwei  von  den  4  Tangenten  mit  der 
Tangente  in  dem  Punkte  selber  vereinigen,  so  dass  also  von  einem 
solchen  Punkte  aus  nur  drei  verschiedene  Taugenten  möglich  sind, 
Ton  welchen  aber  eine  doppelt  zu  zählen  ist.  Liegt  also  der  Punkt 
7,  jf  in  Gleichung  4)  auf  der  Curve,  so  muss  dieselbe  in  Bezug  auf 
/  zwei  gleiche  Wurzeln  haben.  Hat  man  nun  im  allgemeinen  die 
Gleichung 

7<«+46<«+6^«+^+ J=  0 
und  setzt  abkürzend 


ii  = 


a   .h  .  c 


b   ,  c  ,  d 
e   ,d  .  e 


a  e  «  -f-  26  c  d  —  a  d^  —  c  b* -^  c^ 


I^a  e  —  ib  d  +  3? 

SO  mass  bekanntlich  die  Bedingung 


5) 


27^*  — i»  =  0 


erfüllt  sein,  wenn  das  Polynom  4.  Grades  in  t  zwei  gleiche  Wurzeln 
haben  soll. 

Die  Bedingung  5)  wollen  wir  nun  auf  unsere  Gleichung  4)  über- 
tragen. 

Um  Brüche  zu  vermeiden,  multipl.  man  dieselbe  mit  dem  Factor 
4)  und  hat  dann 

8* 
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zn  setzen.    Man  findet  so,  dass 

/  -  4]a«(p-/)  («-/)  - 4/ Vd  =  4[(a«  -  4/«)pg  -  aH(v+  «)+««/«] 

ist,  folglich 

nnd 

^ 4aVb(l>  -0*-l>(2-/)T 4aV(P3-/*)(P~3) 

somit  nach  Gleichung  5) 

Diese  Gleichung  stellt  nun  die  Brennlinie  dar,  welche  somit  eine 
Gurve  6.  Grades  ist  Ich  lasse  hier  noch  eine  andere  Ableitung  der 
Brennlinie  folgen. 

Als  Gleichung  des  refiectirton  Strahles  haben  wir 

jr(/'sin2g>4-asin<)P)  —y{fQ0^2q>'\-aCQ%q>)  =  dfsinq> 

erhalten.  Der  Schnittpunkt  desselben  mit  der  unmittelbar  nach- 
folgenden Tangente  ist  ein  Punkt  der  Curve  selber  und  für  diesen 
gelten  somit  die  zwei  Gleichungen 

a)    X  (/sin  2^  +  a  sin  (f)  —y  (/cos  2(p-|-  a  cos  (p)  —  a/sin  q> 
ß)    a;(2/cos2<;p  +  acoS9)+y(2/8in2g)-|-asin<;p)  «  a/cosg> 

durch  welche  nun  die  Coordinaten  a;,  y  genau  bestimmt  werden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

iV=  2/^ +  a^+Saf  cos  (p 
so  findet  man 

Nx  =  «/(a+S/cosg)— 2/008  V) 
JNy  =  2a/*  sin  V 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  soll  nun  der  Winkel  q>  eliminirt  werden 
Man  findet 

X*  =  -zz^  (a*-f6a/cosg)+9/2cos*9— 4a/cosV-12/*cos*9-^4/'*cosV 

y«  =  ^  .4/«(l  --cosV)^  -  ^(4/«-12/«cos«9+12/*cosV 

—  4/* cos*    <p 
somit  ist  auch 
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Man  kann  diese  Formel  auch  so  schreiben 

««+f«  -  ^(fl*+4aV*  +  (6aV+12a/^)cosg)+9aV'co8V+4/* 

—  4/*  — 12a/'c08<;p  —  l2aV*C0S*9  — 4a*/'cosV 

-  /*—  -^  (/»+3/«aco8g)+3aVc08V+a'cos»9) 
ud  findet  also 

woraus  folgt,  dass 

Femer  ist 

(««- 4 P)  (aj»+y«)  -  ^^  (a*  - 16/* + (6a V-  24o/»)  cos  9 

+ (12/*-  3oV*)  cos«9 + (Iß«/'  -  4ay )  eos^^) 
und 

-  2aV«+  aV*  =-  -}^  (-  «*+ V*  -  6aVcoe  (p  -  9fl«/^  COS V 

+  (4ay+  Sa/"»)  COSV  +  12a«/«COS*()0) 

Werden  diese  zwei  Gleichnngen  addirt,  so  erhält  man 

(a«-4/^(»«+y«)-2aV'+aV> j^  (n+2afcosip 

+  (/*— a*)  co9l^(p'^2afC0B^q>+a^C0S^g>) 

12a«/*sinV,^  •  m 

= ^a         (/4-aco89)« 

folglich  ist 

B)    [(a«-4/«)(x«  +  y«)-2aV*+aV«]» 

^'^;;f"^'^,(/r+acosy)^ 

ud  MS  den  Gleichnngen  7)  nnd  8)  ergibt  sich  sofort  die  Gleichnng 
teftreulinie. 
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J.  2.    Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve 

und  die  Asymptoten. 

Die  Brennlinie  wird  von  einer  Geraden  im  allgemeinen  in  6 
Punkten  geschnitten.  Somit  liegen  auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden auch  6  Schnittpunkte,  und  die  Curve  würde  demnach  6  ver- 
schiedene Asymptoten  aufweisen.  Es  wird  sich  aber  zeigen,  dass 
zwei  von  diesen  Schnittpunkten  Rückkehrpunkte  sind,  und  dass  somit 
die  Zal  der  Asymptoten  nicht  6,  sondern  nur  4  ist.  Um  die  Schnitt- 
punkte aufzusuchen,  mache  man  die  Gleichung  6)  homogen,  ersetze 
also  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  durch  die  Verhältnisse 
X    y 

-9  -,   wo  2  »  0  die  unendlich  ferne  Gorade  darstellen  soll.    Wird 

z    z 

nun  die  Curve 

mit  der  Geraden  s  »  0  geschnitten,   so  erhält  man  zur  Bestimmung-^ 
der  Schnittpunkte  die  Gleichung 

1)  (x»+y»)«[(a«-4/^)3(a;«+2^«)  +  27aV*yT  -  0 

Der  erste  Factor  gleich  null  gesetzt,  liefert  die  Kreispunkte 

a  •=  0,     a:+  *y  =  0 ;     s  =  0,     a;  —  /y  -=  0 

von  welchen  jeder  doppelt  zu  zählen  ist.    Dem  zweiten  Factor  kaDE= 
man  die  Gestalt 

geben,  woraus  folgt 

a 

Diese  2  Schnittpunkte  sind  aber  nur  dann  reell,  wenn  ij  <  /"  <  o. 

Wir  wollen  nun  das  Polynom  der  Curve  in  der  Nähe  dieser  — = 
Schnittpunkte  noch  etwas  genauer  untersuchen.    Ich  setze  abkürzenc:. 

^l  =  —  /i«(x*  +  y»)  -  2« Vx5-f  a^f-^z^,      B  -  y{x*  +  y*  —/'=*) 
folglich  ist 

g^ Wx  -  2aV2,       g^  -=     -  2Ä«y,     g^  =  2aV»«-2aVx 
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^B       „^      8*5     „      a«Ä     „    a«JB 
p^--2/-y;  ay-a,-2x,    a,-gi-o,  ^^  =  -2/% 

Weil  Dan  jetzt 

f(x,y,z)^A^+27a^nB^ 
Bo  htt  man 


Z 


Ol 


^'-U(^7+S..|^+54«...(||)"+M.V...£? 

-  =.  6yl  ^-    ^ -  4-34«  — -  +  54«*/* C— .  —  4-  i^  — -^ 

ci  ™        ay  '  8^    *"         8y  8x  *"  \8y   '  8a  "•"      8y  8«/ 

9»/-        „,34    84  ,   „    .  8*4    ,  ^,  .^.idB   dB  ,   ..    8»Ä\ 

H-6^8r87+3^*8r8y+^4-*^nör8ir+^&-8i;; 

Für  dio  Coordinaten  der  Kreispnnkte  verschwindeu  aber  -4,  B^ 
iB 
g~.  somit  auch  die  ersten  Abgeleiteten  der  Function  und  das  Polynom 

i^immt  in  der  Nähe  dieser  Punkte  folgende  Gestalt  an 

{xo^dx^+yo^dy*+2xQyodxdy)  -  0 
oder  also 

I^iese  Formel  lässt  nun  sofort  erkennen,  dass  die  Ereispunkte  RQck- 
kehrpankte  sind  mit  den  Rttckkehrtangenten 
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«+«y  — 0,      «—^«—0 

Wir  suchen  die  Asymptoten  in  den  zwei  andern  Schnittpunkten. 
Für  die  Coordinaten  dieser  Punkte  hat  man 

^  -  2xo(V+yo*)[3(a«-4/-«)3(V+yo*)+54a*/^yo*] 

und  weil  nun 
ist,  so  folgt 

ebenso  findet  man 

g£  =  54aV*Vyo(V+yo*) 

Werden  nun  diese  Werte  in  die  bekannte  Gleichung  der  Tangente 
eingesetzt,  so  erhält  man  nach  einigen  Rednctionen  die  Gleichnng 

— yo^+*oyoy+  ~zrp~  =  o 

Es  ist  nun 

und  wenn  die  Werte  ftlr  --,  die  sich  aus  dieser  Gleichung  ergeben, 

oben  eingesetzt  werden,  so  erhält  man  für  die  Asymptoten  die  Glei- 
chungen 

2)  — Ä»x+^(8/'*+a«)y— 3aVÄ  «  0 

3)  -A»a;  — ^(8/^+a«)y-3a«A  =  0 

Diese  beiden  letzten  Asymptoten  können  auch  wie  folgt  abgeleitet 
werden : 

Als  Gleichung  des  roflectirten  Strahles  hatten  wir  erhalten 

o;  (/"sin  2g) +  a  sing)) — y  (/cos  2g) +  a  cos  9)  =  a/sing) 

Für  den  Durchschnitt  dieser  Tangente  mit  der  unmittelbar  nach- 
folgenden gelten  die  beiden  Gleichungen 
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j!(/'8Üi29  +  a8m9)  — ay(/'co8  2y-f-^cosy)  —  afsirup 
ß)   «(2/'co82y+aco89)+y(2/*8in29+a8iny)  —  a  fcosq> 

Soll  ooD  dieser  Durchschnitt  im  Unendlichen  liegen,  so  muss  die 
Bedingang 


4) 


f9m2<p'f  asin^,    '-(2fcos2tp-\'acostp 
fcos  2tp'^acos  tp^        2  fsin  2(p'\-a  sin  tp 

«  2/^+a*+3a/*C0S9  =  0 


erftllt  sein.    Diese  Bedingung  ergibt  nun 

a*+2f^ 
3af 


C08<3P  «=  — 


und  die  Bealit&t  des  Winkels  y  erfordert,  dass  a*+2/'*  <5a/;  oder 

der  Fall  ist,  sobald  ^  <  /*  <  a  ist    Aus  Gl.  4)  folgt  nan  auch 

3  am  +  cos  9)  «  (a  - /•K2/-- a) 
md  3af(i  -  cosy)  —  (a+f)  {2f+a) 

die  Molt^l.  dieser  61.  ergibt  sofort 

9a«/^sin«9=^«Ä« 
also 

5)  3afsinq>  =^  gh    oder  auch    =  -gk 

Man  schreibe  nun  die  Gleichung  der  Tangente  auf  folgende  Art: 

«8in9(o+2/'cos<;p)— y(/'+acoS9  — 2/*8iuV)  =  a/*8in<p 
Ans  4)  nnd  5)  folgt  nun 

a+2/'cosg)  =  — 3" 

f+acoB(p  -2/-8inV  =  -^  («'+Ö/*) 

werden  diese  Aosdrficke  und  die  Werte  fOr  sing)  aus  Gl.  5)  oben 
eingesetzt,  so  erhält  man 

—  Ä»a?+^(8/^+a*)y  — SaVA  =  0 
— Ä»x-^(8/^-|-a«)y -3aYÄ  -  0 

als  Gleichungen  flUr  die  Asymptoten. 
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§.  S.    Singalaritäten  der  Brennlinie. 

a)  Doppelpunkte, 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  man  von  einem  Punkte  der  Ebene 
aus  im  allgemeinen  4  Tangenten  an  die  Curve  ziehen  kann.  Ist 
nun  aber  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Tangenten  zu  ziehen  sind, 
ein  Doppelpunkt  der  Curve,  so  vereiuigeu  sich  je  2  Tangenton  mit 
je  einer  Tangente  im  Punkte  selber,  so  dass  also  nur  2  verschiedene 
Tangenten  möglich  sind,  die  aber  doppelt  gezählt  werden  müssen. 

Für  einen  solchen  Punkt  muss  also  das  Polynom  4  ein  voll- 
ständiges Quadrat  sein.    Ich  setze  nun 


fA  j^  2at^ + (a»  +  2ß)t^  +  2aßt  +  /5« 


^  +  ^'^^+0.^«-^^  ^~!  =  (^•+«^+  ß)^ 


wo  a  und  ß  noch  unbestimmte  Coefficienten  sind.    Die  Identität  dieser 
Gleichung  verlangt  nun 

2/5«  =  a(q-^f\       2ß a«,      2/qaß aip-^f),      qß^ p 

woraus  folgt 

1)     2fqa^a(q--f);  2)     fqa^^aip-f)',  3)     7«*  ==  -  4p 

Wird  nun  1)  mit  2)  multiplicirt,  so  folgt  nach  Gl.  3) 

4)  anp—nia-n+^r^pq^-o 

Ferner  ist 

2fqa         a{q  —  f) 


fqa}       a(p  —  f) 


0 


also  auch 

aHq-f)  -  2(/)-/)     oder     a\q-f)*  «  4(i>-/)> 

somit  nach  Gl.  3) 

5)    q{p-n^+p(q-n'  =  0 

Wir  wollen  die  Gleichung  5),  die  in  Bezug  auf  die  Goordinaten 
X  und  y  vom  dritten  Grade  ist,  durch  eine  einfachere  zu  ersetzen 
suchen.    Wir  haben 


X  (p+q) 

X  {a^+Sn 


4')     (a*+8n2)3-aV(/'  +  <z)  +  «V2«0 

'>•)    (p+Q)pq  -  ^fpq+f*(p+q)  =  0 

wird  4')  mit  (p  +  q)  und  5')  mit  (a^+8/'^)  multiplicirt  und  5')  von 
4')  subtrahirt,  so  folgt 
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6)     4(a*+snpq-a%p+q)^^Sr(p+q)  -  0 

venn  ferner  61.  4')  mit  4)  multiplicirt  wird  und  dana  61.  6)  davon 
nbtrabirt,  so  erhält  man  schliesslich 

10  dass  nnn  die  Doppelpunkte  der  Brennlinie  durch  folgendes  System 
bestimmt  werden: 

8)   : 


Die  Carre  hat  also  4  Doppelpunkte.    Dieselben  liegen  auf  dem  ima- 
ginären Kreise 


(- 


und  zwar  iu  den  Punkten,  wo  derselbe  von  den  Geraden 

X  = =— ^ 


a« 


a* 


geschnitten  wird.    Diese  6eraden  werden  reell,  sobald  /*  >  a  ist. 


b)     Rückkehr pufikte. 

Ist  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Tangenten  an  die  Cnrve  ge- 
zogen werden  sollen,  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve,  so  vereinigen 
sich  3  Tangenten  zu  der  Rückkehrtangente.  Von  einem  solchen 
Punkte  aus  sind  also  nur  zwei  verschiedene  Tangenten  zu  ziehen 
möglich,  von  welchen  aber  eine  dreifach  zu  zählen  ist  Denkt  man 
sich  demnach  die  Coordinaten  eines  solchen  Punktes  in  das  Polynom 
4  eingesetzt,  so  muss  dasselbe  in  Bezug  auf  t  drei  gleiche  Wurzeln 
enthalten.    Damit  nnn  das  der  Fall  sei,  müssen  die  3  61eichungen 

.(0-0       ^^^^-0        ?^-0 

gleichzeitig  erfüUt  sein.    Wird  nun  das  Polynom   4  oder  f{t)  =  0 
homogen  gemacht,  indem  man  die  Variable  t  durch  das  Verhältniss 

—  ersetzt,  so  lassen  sich  die  obigen  drei  Bedingungsgleichungen  durch 

die  drei  folgenden  ersetzen: 
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8»f(t,  u) 

Man  findet  nun 

dt* 

B*fit,  u) 
dt. du 

d*f(t,  u) 

8t.du 


Su> 


=  6t[2fqt+a(q-nu] 

Su> 6[a(p-/-)<t»+2/pu«] 

denkt  man  sich  u  —  1  gesetzt,  so  erhält  man  folgendes  System 

(1)         2fqt»+a(q-f)t''0 

(2)     (q-nf-ip-n^-o 

(3)        a(p-nt+2fp:=0 
Ans  (1)  und  (2)  soll  t*  eliminirt  werden.    Es  ist 


also  auch 


somit 


2fqfl-}-a(q-f)t  2fq 

(q-nt'-(p-f)        q-f 

a{q-f)t         2fq 
-(p-n     (q-f) 


0 


0 


(4)        a(g-/)««+2/3(p-/)  =  0 
Nach  (3)  und  (4)  ist  nun 


a{q-f)'*t-\-2fq(p-f)      (q-n* 

a(p-/)t+2fP  (p-f) 


folglich  auch 


oder 


-  0 


q(p-f)     (q-f)* 
P  (p-f) 

(5)  q{p-/)*-p(q-f)* 

Femer  folgt  aus  (1)  und  (3) 


dcniuacb  auch 


oder 


ifqt  +  a(q-f)       2/q 

a(p-f)t-^2fp     <i(p-/) 

a(q-f)  ^fq 

2fp        a{p-f) 


0 


(6)      a*(p-f)(q-f)-^f*pq-'0 
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und  wir  erhalten  demnach  zur  Bestimmang  der  Rückkehrpankte  der 
Carre  das  System 

(7)  \     (a«-4/^)pg-aV(p  +  'Z)  +  aV^ 

die  Carve  hat  also  6  Rückkehrpankte,  die  alle  auf  dem  Kreise 


V*- 51=47«;  +y^-  W'-^'j 


tiegen  und  zwar  in  den  Punkten,  wo  derselbe  von  der  Geraden  y»0 
and  dem  Kreise  x^-^-y^^f^  geschnitten  wird.  Die  zwei  Ereis- 
pankte  im  Unendlichen  haben  wir  schon  als  Rückkehrpankte  erkannt 
mnd  ihre  Tangenten  dargestellt,  and  es  bleibt  ans  jetzt  noch  übrig, 
die  Coordinaten  der  4  Rückkehrpankte  im  Endlichen  za  finden  and 
die  Tangenten  abzaleiten.  Die  Gerade  y=0  schneidet  obigen  Kreis 
in  den  zwei  Punkten 

und  man  erkennt,  dass  diese  zwei  Schnittpunkte  für  alle  Lagen  des 
I     leuchtenden  Punktes  reell   sind   und   auf   der   östlichen   Seite  der 

a 
Abscissenaxe  liegen,  so  lange  0  <  /  <  ^  ist.    Um  die   Coordinaten 

der  zwei  andern  Rückkehrpunkte   zu  erhalten,  setze    ich  den  Wert 
I     TOD  y*  aus  der  Gleichung 

in  obige  Kreisgleichung  ein  und  erhalte 

/■(a*-2/-«) 
X  = ö 

Wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung 

eiBcesetzt,  so  folgt 

,        AfHa*-f*) 
nr  =  4 

somit  die  zwei  andern  Rückkehrpankte 

** -HL     '    y»  =  --«»- 
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Diese  sind  nur  so  lange  reell,  als  0-</-<a  ist.  Um  die  Rück- 
kehrtangenten zu  finden,  entwickle  man  die  Gleichung  der  Cunre  in 
der  Nähe  dieser  Punkte  und  entuehme  auf  Seite  118  und  119  die 
Werte  für  die  ersten  und  zweiten  Abgeleiteten  für  diese  Punkte. 
Für  die  Rückkehrpunkte  (xq^  yo)  ^^^  (^i »  ^i)  findet  man 

3*/ 


%-»• 

^(-0          ^'   - 

dy         '         dx  dy 

p=54aV»(x>-/«J 

und  somit  ist  die  Gleichung  der  Curve   in  nächster  Nähe   dieser 
Punkte 

folglich  die  Gerade  y  =  0  gemeinsame  Rückkehrtangente.    Für  die 
Rückkehrtangonte  (o*^,  ^2)9  (^31  ^3)  hingegen  folgt 

'        4 . 54a Va;y»,      ^  -  4 .  54aV*y* 


dydx       '•"""  '    "^'      dy* 

somit  die  Gleichung  der  Gurre  in  nächster  Nähe  dieser  zwei  Punkte 

a5*cto*+2«  ydx  ,dy'\-y*dy*  =  0 

Werden  die  Differentiale  durch  die  Unterschiede  x—x  und   y  ~y 
ersetzt,  so  folgt 

(8)        xx+ly^f* 

und  man  erkennt  sogleich ,  dass  die  Rückkehrtangenten  der  Cunre 
in  diesen  Punkten  zugleich  Tangenten  an  dem  Kreise 

sind.    Aus  Gl.  (7)  ergeben  sich  nun  diese  Tangenten  in  folgender 

Gestalt: 

(9)         (a«-2/'«)ar4-2/flfy-aV-  0 

(10)         (a«-2/«)a;-2/flfy-aV-0 

C)      Wemlepunkie  der  Curve. 

Die  Tangente  der  Brennlinio  bildet  mit  der  x  Axe  den  Winkel 
29  — u,  wo  u  eine  Function  von  9  ist.  Ist  nun  diese  Tangente 
eine  Wendungstangente,  so  muss 
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8(2y-tt)  _  ^ 

sein,  also  der  Winkel  2(p  —  u  ein  Max.  od.  Min.    Aus  Fig.  1.  folgt, 


asing) 

^"  ""  Z'+acos^ 

also 

dtgu 

8tt  3g)  a(flf+/co8g)) 

äy  *"  l+tg«w  ^  ^ 

wo 

P^a*+f^+2afcos(p 

somit  findet  man  anch 

and  weil  nnn  l  nicht  00  werden  kann,  so  muss 

(2)        a«+2/*  +  3a/'C089  =  0 

sein,  wenn  der  dem  Winkel  q>  entsprechende  reflectirte  Strahl  eine 
Wendangstangente  sein  soll.  Wir  hahen  aher  in  §.  2.  gesehen,  dass 
die  Bedingung  (2)  die  beiden  Asymptoten 

(3)  -h^x+g(a^+Sn)y-^ayh  ==  0 

(4)  -Tfix  —  g  (a« + 8/«)  y  -  Sa^fh  =  0 

liefert,  and  es  ist  nnr  aoch  za  entscheiden,  ob  diese  Asymptoten 

Wendangsasymptoten  sind  oder  nicht.    Wäre  nun  z.  13.  die  Tangente 

(3)  eine  Wendnngsasymptote,    so  mOssten  die   beiden  Carvenzweige 

im  Unendlichen  aaf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen-,  dann  aber 

könnte  der  Winkel  2q>—u  weder   Max.  noch  Min.   sein,  d.  h.  es 

müsste  nicht  nnr 

8  (2(p  -  u) 

6^  sondern  anch  noch 

Wir  finden  aber,  dass 

8«(2y  -  n)  afg^  . 

<^^     ""v ^'"""^ 

ist  und  für  obigen  Wert  von  <p  nicht  verschwindet.  Die  beiden 
Asymptoten  sind  demnach  keine  Wendnngsasymptoten  nnd  die  Carve 
iKiitxt  lomit  teine  Wendepunkte. 
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d)     Doppeliangenten  der  Curve, 

Ich  nehme  an,  den  beiden  Winkeln  q>  und  tp'  entsprechen  die 
beiden  Tangenten 

(1)        X  (/sin  '.>  +  a  sin  q>)--y  (/cos  2q>-\-a  cos  g>)  —  a/sin  9  —  0 
(•2)        o; (/sin 2(3?'+« 810 <P')-  yifcos2(p'-{'acosq>')'^afsinq>*  «0 


Dieselben  fallen  nnr  zusammen,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt 

sind: 

fsm2q)'\'as\n(p    sintp 

1  /sin2(jp'4-a8in<p'  sing>' 


=  0 


/cos2<p  +aco8qo     siny 
/cos  2g>'  4"  ö  cos  9'    sin  9' 


=  0 


0 


/sin2<jt)  +a8in9,    /cos2<;p  '\-acosq> 
/sin 29' +a sin 9'.   /cos 29'  +acos9' 

Die  Lösung 

<P  ^  <P' 
ist  zu  verwerfen;  hingegen  ist 

9  =  0        und        9'  ««  jr 

eine  richtige  Lösung  und  gibt 

y  =•  0 

als  Doppeltangente.     Weil   die  erste  Bedingungsgleichung   auch   in 

der  Form 

sin  9  sin  9' (cos  9  — cos  9')  «  0 

geschrieben  werden  kann,  so  darf  man 

cos7>  =  cos  9' 

setzen  und  muss 

9' =  -9 

annehmen.  Setzt  man  nun  diesen  Wert  von  9*  in  die  zweite  Be- 
dingungsgleichung ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Winkels 
folgende  Gleichung: 

(3)        2/cos V + ö  cos  9  -  /  =-  0 
woraus  folgt 

cos  9o  — ^^ 

cos  9i  = ^j 
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uid  die  Gleichnngen  der  beiden  andern  Doppeltangenten  sind  somit: 

(4)  (a  +  ya^H-Sn«—  2af  «  0 

(5)  (a—  Va^+S/"*)«—  2af  «  0 

die  Doppeltangente  (4)  berührt  die  Curve  in  den  zwei  Punkten 


2^0 


2af 


a+Va^+Sr 


Vi 


L  16/^ 


2(h^+aVa^+Sn 
16/-« 


i 


nnd  die  Doppeltangente  (5)  in  den  Punkten 

[2(h^—  aVa^+Sn 

y%  ^       — 

2af  ^ 


\Qf' 


i 


a— ya«+8/^' 


f 


Bern.     Bei  den  Ordinaten  ist  der  Factor 


Sa/'s 


weggelassen  worden. 


ya»H-8/^"(ya«+8/^  —  3a) 


§.  4.    Darstellung  der  Brennlinie  in 
Liniencoordinaten. 

Wir  haben  als  Gleichung  der  Tangente  den  Ausdruck 
x(/'sin 2^  4-^811^  9)  —  3/(/'co8 2<p  +  ö cos  9)  —  o/'sin  «jp  -=  0 
gefandeiL    Soll  demnach  auch  die  Gerade 

lx'\'my-\-nz  =  0 

Tangente  an  der  Curve  sein,  so  müssen  folgende  Bedingungen  statt- 
finden: 

/  /*sin2qo+asin(3P 

n 


(1) 


(2) 


o/'sin  (p 

m       /cos29-f- acosg> 
n  »/"sin  9 

ARk.  4.  Mfttli.  «.  Phyi.    2.  Ueilie,  T.  X. 
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Aas  (1)  folgt  nun 

2/WC08  9  —  —  ö(/'^+«) 

and  wean  man  mit  am  maltiplicirt   and   beide  Seiten   in's  Qaadrat 
erhebt,  so  ist 

(3)  4a*  f*n^  m«  COS^^  -  a*  m^ft + n)« 

ferner  folgt  aas  (2) 

afmsm  q>  =  n(2/cos  V+ «  COS  y  — /) 
somit  ist  aach 

2af^mnsin<p  =-  4/^n«cos*<jp  +  2/»«cosg)  X  a  — 2/'«n*,     oder 

«a^C/'Z+w)«  — oVZ+n)»!  — 2/*««^    also 
2afmnsmq>  «  a^l(fl+n) -2fn* 

folglich 

(4)  4aV« m»n«sin V  -  [«* V^  +  «)  —  ^*Y 
Die  Addition  von  (3)  and  (4)  ergibt  sofort  die  Oleichang 

welche  auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden  kann: 

(5)  a«(/2+m«)[aV»/2  +  2aVZn  +  (««-4Ä)n2J  — 4aY/n^+4/«n*  =0    j 


§.  5.    Brennlinicn  für  besondere  Lagen  des 

leuchtenden  Punktes. 

(I)        «</'<| 
Gleichung  der  Gurve: 

In  diesem  Falle  ist  der  Factor   (a'*--4/*)   positiv;    alle  reellen 
Punkte  der  Curve  liegen  somit  innerhalb  des  Kreises 


2af^ 

welcher  um  den  Punkt  m  mit  dem  Radius  -s — 75  beschrieben  wird. 

ar  —  4/' 

(Fig.  2).    Weil 

negativ  ist,  so  werden  auch  die  beiden  Asymptoten 
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—Ä»x— ^(o«+8/«)y  -  3aVÄ  «  0 

immginftr,  und  die  Corve  bat  keine  reellen  Punkte  im  Unendlichen. 

Die  4  RQckkehrpnnkte  im  Endlichen  (in  der  Figur  mit  A^   B, 
C,  D  bezeichnet)  sind  aUe  reell  und  haben  die  Coordinaten 

a/                   /(a»~2/»)  af 
X  — 5 :         X 


A:  B:  C: 

__  A«'  -  2/«) 

^- — ^^-- 


D: 

2/-*i7 


Ferner  sind 


«'=     a» 


(a«  -2/«)i  -  2jgy  -  aV  =0 
(o»-2/»)«+2/i,y-aV=0 


die   Gleichuagen     der     beiden     Rttckkehrtangcnten     BF  und  X>F, 
welche  die  x  Axe  im  Punkte  F  schneiden,  dem  die  Coordinaten 

zukommen.     Die   beiden    Doppeltangenten    GH    und    JK   haben  die 
Gleichungen 

2af_ 

und 

2a/ 


a  — Va*+8/^ 

Die  Tangente  GH  berührt  die  Curve  in  den  zwei  Punkten  p  und  p'^ 
denen  die  Coordinaten 

P:  ^ 

2(Ä2  +  aVa^+8/^l^ 


y- 


r2(Ag  +  aVa^+^/^1^ 
L  "  16/«  "J 


16/« 
2a/ 


a+ya«+8/* 
p': 

9* 
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(Bern.    Auch  hier  ist  bei  den  Ordinalen  der  Factor 

8«/^        

weggelassen.) 

estsprechen,  während  die  Berühmngspnnkte  der  andern  Doppeltan- 
gente imaginär  sind.  In  Figur  2  ist  L  der  leuchtende  Punkt,  welcher 
auf  dem  Kreise  «*+y*  —/*  liegt  Der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  ist  0,  und  dieser  Punkt  ist  zugleich  Mittelpunkt  des  reflecti- 
renden  Kreises  mit  dem  Radius  a.  Die  Curve  muss  die  in  Fig.  2. 
gezeichnete  Form  haben. 

(11)  f~\- 

Gleichung  der  Curve: 

Der  Kreis  der  Rückkehrpunkte 

(a«  —  4/«)  (x*  +  y«)  -  2aVx  +  a«/  *  =  ü 

verwandelt  sich  in  die  Gerade 

a 

oder  BD  (Fig.  3.),  und  alle  reellen  Punkte  der  Curve  liegen  auf  der 
östlichen  Seite  derselben.  Weil  h  =  0,  so  fliessen  beide  bis  dahin 
imaginären  Asymptoten  mit  der  reellen  Geraden  y  «  0  zusammen. 
Die  Rückkehrpunkto  .4,  7i,  C,  D  haben  resp.  die  Coordinateu 

a  a 

4  4 

A:  B:  C: 

y-0  y=-^V3  y-0 


a»^ 


4 

a 


X 

D: 


y-'lV^ 


und  die  Gleichungen  der  Rückkehrtaugeuten  Bf  und  DF  sind 


X —  V  «Jy  —  a  =  0 
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und  ihr  Schnittpankt  F  bat  die  Coordinaten  (x  »  a,  ^  »  0).    Ferner 
sind 

a;  =  ?  (V3  -  1)  «  0,3  ...  a 

aj-  — ?(V3+1)^ 1,3  .  .  .  a 

die  Gleichangen  der  beiden  Doppeltangenten  GH  and  JK.    Die  Bc- 
rfthmngspiinkte  p  and  p'  baben  die  Coordinaten 

«  —  0^3  ...  a  j?  =      0,3  ...  a 

(V3  +  3)a  *  (V3  +  3)a 

y  —   — rz —  5  y  «  —     4  _: — 

yi2»  VW 

während  die  Tangente  JK  die  Carve  imaginär  berflbrt.    Die  Brenn- 
linie mnsB  die  in  Fig.  3.  dargestellte  Form  haben. 


(III)    ^</<« 

Der  Factor  (a*—  4/*)  in  der  Gleichang  der  Curve  wird  nnn 
negativ,  und  in  Folge  dessen  liegen  alle  reellen  Pankte  ausserhalb 
des  Kreises 

\^*      a^-4/V^^         U^~4/V 

dessen  Mittelpunkt  nun  auf  der  negativen  Seite  der  x  Axe  liegt. 
Weil  sowol,  Ä^  =  4/'*— a*,  als  auch  g^^a^—f^  positiv  ist,  so 
werden  nun  die  beiden  Asymptoten 

—  Ä»«  +  ^(a*+8/'2).v  — 3a!/Ä  =  0 

—  ä3^  -i/(a«  +  8/«)y  — 3oVä  =  0 

reell,  and  die  Curve  bat  somit  auch  im  Unendlichen  reelle  Punkte. 
Hingegen   bleiben   immer   noch   die  Berührungspunkte   der  Doppel* 

tangente  

(a — ^/a^^\'  8p)x  —  2a  f  «  0 

imaginär.  Die  Curve  hat  die  in  Figur  4.  dargestellte  Gestalt.  GM 
and  GN  sind  die  beiden  Asymptoten. 


(IV)    /-« 
Gleichang  der  Carve: 

f  (3«  —  a)  («  +  a)  +  3y«  j3  -  27y«  [  {x^  —  a«)  +  y*]^  =  0 

oder 
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(1)        («-j-a)«[27y*+18(3a;«-aV+(3a?— a)»(«+a)]  -0 
die  Cnrve  enthält  also  in  diesem  Falle  die  Gerade 


—  a 


doppelt;  der   übrige   Teil   ist  eine   Cnrve   4.   Grades   und   hat    die 
Gleichung 

(2)  27(a;«+y«)«— 18(a;«+y«)  +  8a»aj— a*  -  0 

Weil  in  diesem  Falle  g^  -»  0,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Asjrmp- 
toten  mit  der  Geraden 


Der  Rückkehrpunkt  A  (Fig.  5.)  hat  die  Goordinaton 

(«=|,   y-o) 

Während   die   drei  andern  Rückkohrpunkte    B^  C  und   D  im  Licht- 
punkte f=a  zusammenfliessen.    Die  Doppcltangente   GH  hat  die 

Gleichung 

a 

und  die  andere  fällt  mit  der  Geraden 

X  =  — a 

zusammen.    Die  Curve  ist  in  Figur  5.  dargestellt. 

Wir  wollen  die  Curve  vom  4.  Grade,  also  Gleichung  (2)  noch 
etwas  genauer  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  transformire  ich  sie 
zu  dem  Punkte  A  als  Coordinatenanfangspunkte,  setze  also 

a 

und  finde 

(3)  [3(a:2  +  2^*)  +  2ax]2-4a^(i2+y«)  =  0 

Man  ziehe  nun  vom  Punkte  A  aus  (Fig.  6.)  einen  Strahl,  der 

mit  der  negativen  x  Axe  den  Winkel  q>  bildet  und  den  Kreis  mit    j 

a 
dem  Radius  ö  um  den  Punkt  B  beschrieben  in  P  schneidet.    Wird 

nun  von  hier  aus  auf  dieser  Geraden  die  Strecke  r  abgetragen,  so 
sind  die  Coordinaten  von  Pq  resp. 

a 
X  =  —  ö  (1  +  cos  29)  — r  COS  9 


Biyleri   Ueber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche.  135 

Liegt  nnn  dieser  Punkt  auf  der  Curve,  so  müssen  seine  Coordinatcu 
der  Gleichung  (2)  genügen.    Man  findet 

a:-  +  y«  =  ^      -3 W) 

3(jr--fy^)  +  2flj-  «  3r(    — \-rj 

(9r2  —  4a*)  f     -  .^- ^  +  r  1    =0 


somit 


folglich 


(4)  r^  =  -, 


4a2 
9 


„Die  Curve  kann  somit  auch  erhalten  werden,  indem  man  von 

^dem  festen  Punkte  A  aus  (Fig.  6.)  nach   einem  variabcin  Punkte 

^P  des  Grundkreises   B  einen  Strahl  zieht   und  von  hier  aus  nach 

2a 
^beiden  Seiten  die  constante  Länge  -.j  ,    also    gleich    dem    Durch- 

..^esser  des  Grundkreises,  abträgt.'^    Die  Curve  ist  somit  eine  Kreis- 
oonchoide. 

Für  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  erhalten  wir  nun  die  Aus- 
drücke: 

a       /2a  ,   a  \ 

a;  =  —  3  —  I  3-  cos^-f  -  cos2<jpj 

y  =       ^  8mg)  +  ^sin29 

Um  zn  diesem  Punkte  zu  gelangen,  ziehe  man  von  B  aus  eine 

—  —       2a 

Parallele  mit  AP^^  mache  BC  »  -^  und  beschreihe  um   C  mit  dem 

Radius  ^  einen  Kreis.    Von  C  aus  ziehe   man   unter  dem   Azimute 

X  —  29   einen   Strahl,   so   ist  der  Schnittpunkt  desselben  mit  dem 
Kreise  C  der  verlangte  Punkt  der  Curve.    „Lässt  man  nun  den  Kreis 
„C  auf  dem  Grundkreise  B  rollen,  so  beschreibt  dee  mit  dem  rollcn- 
r,den  Kreise  fest  verbundene  Punkt  Pq  die  Curve  4.  Grades.^' 

Der  Rflckkehrpunktenkreis ,  dessen  Mittelpunkt  in  D  liegt,  hat 
in  Bezug  auf  A  als  Coordinatenanfangspunkt  die  Gleichung: 

('+iy+^-(ir 
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X 


(a?o+^j+yyo  +  y  «b  =  0 


ist  die  Oleichung  der  Tangente  im  Punkte  {x^^^  yo).  Vom  Punkte  Ä 
aus  fälle  man  auf  diese  Tangente  eine  Senkrechte  und  für  den 
Schnittpunkt  («,  y)  gelten  nun  die  zwei  Gleichungen 


(6) 


0 


yx+  jj+yoy+x^^  «  0 


(7)  r^y  —y^x  +  y-^  -«  0 

aus  welchen  folgt 


X 


(-+l)+»'  '(•+t)+»' 


Setzt  man  nun  diese  Werte  für  xq  und  ^o  '^^  Gleichung  (5)  ein, 

80  folgt 

[S(x'^+y^)  +  2axy  ^  4a«(aj«+y«) 

Der  Fusspunkt  der  Normalen  liegt  somit  auf  der  Curve  4.  Grades. 

„Die  Curve  ist  somit  auch  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Nor- 
„malen ,  die  vom  Punkte  A  aus  auf  die  variabeln  Tangenten  des 
„Rückkebrpunktenkreises  gefällt  werden. 


(V)    a<:j 
Gleichung  der  Curve: 

Nach  Voraussetzung  ist 

negativ;  die  beiden  Asymptoten  werden  somit  wieder  imaginär  und 
die  Curve  hat  keine  reellen  Punkte  mehr  im  Unendlichen.  Weil 
ferner 

positiv  ist,  so  liegt  der  Kreis  der  Rückkehrpunkte  innerhalb  des  re- 
flectirenden  Kreises,  somit  auch  innerhalb  des  Kreises  mit  dem 
Radius  J  und  die  Curve  hat  nur  2  reelle  Rückkehrpunkte  mehr, 
nämlich  die  Punkte  A  und  B  (Fig.  7.).  Hingegen  hat  nicht  nur  die 
Doppeltangente  GH  oder 
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2af 


X  -a 


a+Va^  +  Sf* 
reelle  Berührnngspankte,  sondern  auch  die  Tangente 

2af 

^'^  a  —  Va^+Sf^ 

oder  J^K.  Weil  ferner  die  von  L  aus  an  den  reflectironden  Kreis 
gezogenen  Tangenten  zagleich  Tangenten  der  Brennlinie  sind,  so  muss 
dieselbe  genannten  ELreis  in  den  Berührungspunkten  der  Tangenten 
beiUhreD,  and  da  sie  keine  Wendepunkte  hat,  so  liegt  sie  ganz  inner- 
halb dieses  Kreises. 

(VI)     /  =  0D 

Gleichung  der  Gurve: 

Die  beiden  Asymptoten 

-Ä»x+(7(«8  +  8/8)y-3aVÄ  =  0 
and 

werden  resp.  zu 

«  —  ey  =-  0    und    x-\-iy  =  0 

fallen  also  mit  den  Asymptoten  nach  den  Kreispunkten  zusammen. 
Ferner  ist 

der  Kreis  der  Rückkehrpunkte  und 

a;  «  5  V2    oder    GH  (Fig.  8.)    und    a;  =  —  ^  \/2    oder    JK 

sind  die  Gleichungen  der  Doppeltangenteu,  welche  die  Curve  in  den 
Punkten  (j>,  p')  und  (p,,  ps)  berühren.  Diesen  Punkten  entsprechen 
nach  der  allgemeinen  Formel  die  Coordinaten: 


.-^V2 

*•* 

P: 

P': 

y=|V2, 

a      ^ 
y_--V2 

a 

fi- 

P:i: 

y-     Jv2, 

y--lV2 
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ttehe  des  reflectirten  Lichtes.  Dass  diese  von  der  Gestalt  der 
irfectirenden  Fläche  und  der  Lage  des  lenchtenden  Punktes  zu 
ienelben  abhängig  ist,  sieht  man  unmittelbar  ein.  Ich  denke  mir 
im  als  reflecürende  Fläche  eine  Kugel  und  will  im  folgenden  die 
Welleofläche  des  reflectirten  Lichtes  etwas  genauer  untersuchen. 
Diese  ist  offenbar  eine  Umdrehungsfiäche,  welche  den  Durchmesser 
ier  reflectirenden  Kugel  durch  den  leuchtenden  Punkt  zur  Um- 
Mnmgsaze  hat.  Man  hat  demnach  nur  nötig,  den  Durchschnitt 
oier  durch  diese  Aze  gelegten  Ebene  mit  der  Wellenflächo  einer 
Betrachtung  zu  unterziehen.  Denkt  man  sich  nun  eine  ganz  beliebig 
gntaltete  Gorve  als  Wellenlinie,  errichtet  in  jedem  Punkte  derselben 
äe  Normale  und  trägt  auf  dieser  die  constante  Länge  a  ab,  so  bilden 
die  Endpunkte  eine  neue  Gurve,  welche  die  Wellenlinie  für  einen 
ttdern  Zeitaugenblick  darsteUt.  Lässt  man  nun  die  Gonstante  a 
Tariiren,  so  erhält  man  das  ganze  System  von  Wellenlinien.  Auch 
die  Schnittpunkte  der  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Normalen 
Inlden  eine  Gurve,  welche  die  Evolute  der  Wellenlinie  oder  die  Brenn- 
Knie  genannt  wird.  Wir  haben  nun  im  ersten  Abschnitt  die  Brenn- 
Hnie  einer  nähern  Betrachtung  unterzogen  und  jetzt  fragen  wir  nach 
der  Evolvente  derselben. 


{.6.    Ableitung  einer  elementaren  Gonstruction 

der  Wellenlinie. 

Fflr  einen  Punkt  (a;,  y)  der  Brennlinie  gelten   bekanntlich  die 
iwei  Gleichungen 

1)  x(/sin  2g)  -j-  a  sin  q>)  —  ^(/cos  2<p  -{-  a  cos  q>)  =  af  sin  tp 

2)  x(2/cos  2<p  4"  ^  cos  q>) + y(2  /  sin  2^  -j-  a  sin  q>)  =-  a/cos  <p 

M8  welchen  nun  folgt,  dass 

3)  g-  (/8in2g>-j-asin^)  —  -^  (/cos2g)4-«eosg))  =  0 

4)  g-(2/'cos2(p4-acos9>)  -|-  ^(2/sin29  +  «si^9) 

6  o/*  sing) 


N 


(aCOS(p  +  /*) 


üt,  folglich  hat  man 

8x  6a/^sin(jp 


5) 

6) 
wenn 


dtp 


6  a/*  sin  9 


{a  COS  9  +/)  U  COS  2(p-\-a  cos  g>) 
(a  cos  g>  +  /)  (/sin  2g) + a  sin  9>) 
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N=  a»+2/*-|-3a/C08(p 

gesetzt   wird.    Für   das   LinieDelement  der   Brennlinie   ergibt  si 
demnach  der  Ansdrnck: 

6  a/*  sin  w 
7)  rf«  — ^^Tg—  (acosg)+/)/cZ(p 

wenn  /  die  Länge  des  einfallenden  Lichtstrahles  ZPo  bezeichuet,  a 

/2  =  o2-|-/«4-2(^COS(p 


gesetzt  wird  (Fig.  9.).    Man  mache  nun  P^P  -»  l  nnd  setze 


wo  Q  die  Strecke  Px^of  also  die  Länge  des  reflectirteu  Lichtstrah 
bedeutet.    Weil  nnn  aber 

und 

X  —  aCOS(p  =  T;(a-j-/COS(p)(/— aCOS<p — 2/'C0sV) 

a  sin  ^  ,     t   ^         X  /     I  41  >.         V 
y  — asin<p  « ^^  (aH-/C0S(p)(aH-2/C08  9) 


80  findet  mau 


a» 


ß*=  ^(a+/cosg>)«Z^ 


also 

r  =  Q-\-l  «  ^(a4-/cos(p-|-iV) 
oder 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  nuu,  dass 

ist,  somit 

6fl»/"8in(p,     , 
8)  c/r ~v^  ^'^'+  "^  ^^^ ^^^  ^ 

Aus   deu  Gleichungen  (7)  und  (8)   geht  nun   hervor,   dass 

Zu-  oder  Abnahme  des  Strahles  P^P  mit  der  Länge  des  Lini 
dementes  der  Brennliuie  im  Punkte  /\  übereinstimmt.  „Zieht  t 
„demnach  von  L  aus  nach  einem  yariabeln  Punkte  /©  des  refle 
„renden  Kreises  einen  Strahl  und  trägt  von  hier  aus  auf  dem 
„flectirten  Strahle  die  veränderliche  Länge  l  ab,  so  ist  der  Ort 
„Punktes  P  die  Evolvente  der  Brennlinie  oder  die  Wellenlinie.' 
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§.  7.   Ableitung  der  Gleichung  der  Wellenlinie. 

Ans  obiger  Constroction  der  Wellenlinie  ergeben   sich  nun  für 
He  Coordinaten  (2;,  y)  des  Punktes  F  die  Werte 


1) 


\  y  ^ 


2a  sin  <p  4-/*  sin  29 


Setzt  man  nun  i  «  e^p,  so  folgt 

f         2/1 


Xin  ist  aber 


iboaach 

2) 

Ferner  ist  auch 


0 


2a(fl+/)«-l>(Z+/*-0 


/•<*+2ae— |),  /f+2a 
3«*— 2a«—/;  <2*  — 2a 


0 


ond  aus  dieser  Gleichung  folgt  sogleich 

3)  (P3— /^)«-2a(|)4-/")  -0 

Nach  (2)  und  (3)  ist  nun  auch 


folglich 


(pq-/*)t-'2a(p+/\    ipq-f^) 


0 


Setzt  mau  nun   in  diesem  Ausdrucke  für  p  und  q  obige  Werte  ein, 
so  erhält  man 

*)  {x^+y^  -/*)*-4aM(a:+/)*+y*]  -  0 

^s  Gleichung  der  Wellenlinie. 


$.8.    Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  und 

die  Asymptoten. 

Um  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Gurve  zu  finden,  schreibe 
to  ihre  Gleichung  in  der  Form 

ID  welcher  z  das  Längenmass  bedeutet  Wird  nun  diese  Curve  mit 
^f  Geraden  .?  ==  0  geschnitten ,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
dieser  Schnittpunkte  die  Gleichung 
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and  findet 

als  unendlich  ferne  Punkte  der  Curve.    Diese  fallen  also  mit 
Ereispunkten  zusammen.    Wir  wollen  nun  diese  Punkte  noch  ni 
untersuchen.    Es  sei 

dann  ist  die  Gleichung  der  Curve,  die  mit  f(x,  y,  z)   bezeicl 
werden  soll, 

Man  findet  nun 

-^^  =  2^  ä"  ~  4a«Ä«  Ö-»     ö^  •=-  2ilö 4a*a«  ^ 

(7x  dx  c«       oy  öy  oy 

0  2  OZ  OZ 

ST-.  =  2A>frir  4-2 1 K-  I  —  4a*«* 


+<£)- 


0=2.^^+2(1,7-.. 


OZ*  OZ 


etc.  und  die  Gleichung  der  Curve  in  nächster  Nähe  der  Kreispu 
ist  somit 

oder 

(xQdx-\-yQdy)*  «  0 

Die  beiden  Kreispunkte  sind  somit  Rückkehrpunkte  der  Curve 

x-{'iy  =0,     «  —  ly  =»  0 
sind  die  Rückkehrtangenten. 

§.  9.    Die  Singularitäten  der  Curve  im  Endlichen. 

a)     Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte. 
Es  ist 

g^  =»  4a;(x2  -f  y 2 — zV^)  —  8««  2«  (x  +  ?/ ) 
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die  Gleichung  der  Tangente  der  Wellenlinie.    Diese  Tangente 
mit  der  x  Axe  den  Winkel  (2<p — *'4"t)  ^°^  dieser  muss  ein! 

mnm  oder  Minimum  sein,   sobald   die  Tangente  eine  Wendan, 
gente  ist,  d.  h.  es  muss  sein 


0^-«+?) 


d(p 
Man  findet  aber,  dass 


=  0 


«  +  2/*+3a/-cosy 


dtp  /* 

somit  muss  für  die  Wendungstangente 

a*+2/*+3a/C0Sy  «  0 
sein,  woraus  folgt,  dass 

3  a/cos  9 (a»  -f  2/*),      9  a  V^  sin  V  —  g'^  /*« 


also  auch 


und 


/cos  29  4- a  cos  g)  =-  —  — ^^ — 
/8in2g>  +  a8ing>  -  (-  ^y  ^^ 


2)  ^(a«+8/«)a:+/i8y+;9aV^  «  0 

3)  g{a^  +  %P)x  —  h?y-\'^a^fg^O 

sind  die  Gleichungen  der  beiden  Wendungstangeuten  der  Curve 
stehen  auf  den  Asymptoten  der  Brennlinie   senkrecht  und  sin 

für  das  Intervall   \^<f<a  reell. 

c)     Doftpeltangenten, 

Wenn  man  zur  Abkürzung 

t  =»  e^,    p  =  a;-|-*y,    5  =»  sc  —  iy 
setzt,  so  geht  die  Gleichung  der  Tangente 
fl'(/cos2<p  +  «cos<p)  +  /^(./sin2(;t>-j-asinqp)  =  2a^ -{- J  ^ -^^  *M  /  c 

über  iu 
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od  mtn  erkennt  ans  dieser  Formel,  dass  die  Wellenlinie  von  der 
1  (hue  ist  Von  einem  Punkte  der  Ebene  ans  lassen  sich  dem- 
Mcb  im  allgemeinen  4  verschiedene  Tangenten  an  die  Corve  ziehen. 

Die  allgemeine  Form  derselben  ist 

1=0«+/,      m  —  ft^+at\      n  ==  --3a/t«—  (4a*  +  2/«)«8  — 3a  A 

gesetzt  wird.  Man  verlangt  nun ,  dass  für  zwei  verschiedene  Werte 
TOD  t  dieselben  zusammenfallen  soUen.    Wird  ferner 

t  =  at!+/,    m'«/<'*+a«'»,     n ^aji'^ --(4a*  +  2j*)t'*-3aft' 

gesetzt,  so  erfordert  die  Identit&t  der  beiden  Oleichungen 

Ip-^-mq+n  —  0,       Vp-^-m'q+n'  =  0 

die  drei  Bedingungen 


-  0 


l 

m 

l 

n 

m 

n 

V 

m* 

-0, 

V 

n' 

=  0, 

m* 

n' 

Kon  ist 


m 


n 


(t*  —  t)  VÄ, 


n 


V 


=  (t'^t)B 


V 


m 

m' 


(t*  -t)C 


wo 


A  =  3a/V4-(/-(4a«4-2/^)u4-a(4a«— /•«)  )t;4-3a/*«u«-f  BaVu 
B«(3ay«»4-a(4a«  — /^)>  +  3a/^M»4-A4a*  +  2/'«)tt+3a/* 
C=-a/r*+(a/'«t«  +  (a«  — 2/*»)u  — a/")t;+/"«tt84-a/"tt« 

Qod  wenn 

gesetzt  wird.    Die  Lösung   t*^t  ^  0  ist  zu  verwerfen,  und  ebenso 
ist  V  =  0  unmöglich,  weil  die  beiden  Ausdrücke 

3a/"tt«-|-(4a*4-2/*«)tt+3a/"    und    tt«(/'u+a) 

keinen  Factor  gemein  haben.    Man  kann  daher  die  Betrachtung  auf 
das  System  (^1  —  0,  B  ^0,  C  «  0)  beschränken.    Setzt  man 

D=.  (3o/u  +  4(a«  -/«))t;4.3aA(/ii4-a),      E  -  3a/r  +  (a«- 2/«)u 


SO  ist 

Aiek.  i.  lUtk.  «.  Pk/t.    2.  lUik*.  T.  X. 
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und  das  System    (^l  =»  0,  Ä  =  0,  C  =  0)    kann  durch  das  f< 

ersetzt  werden: 

IB  =  0 
{fu+a)D^O 
(i?— 1)JB«0 

dieses  System  zerAllt  nun  in  die  4  folgenden  Systeme: 

I.  (Ä  =  0,  /tt+a  =  0,    V  — 1— 0) 

IL  (jB«o,  Ju+a^O,    £  =  0) 

III.  (if  —  0,  Z>  — 0,    f?~l-0) 

IV.  (B=zO,  Z>«0,    ii^-0) 

welche  nun  auf  ihre  Existenzf&higkeit  näher  untersucht  werden 
I.    Durch  /tt  -=■  —a  wird 

und  System  I.  ist  erfüllt.    II.    Durch  Ju^-^a  wird 

und  System  II.  enthält  somit  einen  Widerspruch.    III.  Durch 
wird 

B  =  (/u  +  a)(3a/tt+4a«  +  2/*),       D  «  3 A» n«  +  6a /«  +  4(a 

und  weil  B  und  D  keinen  gemeinschaftlichen  Factor   haben, 
auch   System   III.    unmöglich.     IV.    Durch    3a/*r-=— (a*  — 
werden 

—  3  / 1;  =  3a  /  (a«  — /»)  ««+  (4a*  —  21a«  /  »  —  4/*)  w  —  9a  /"S 
3a/i)  = Mpa/Ca«  — 5/«)tt+4a*  -2laV*4-8/*] 

und  weil  auch  diese  Ausdrücke  für  B  und  D  keinen  gemein 
liehen  Factor  haben,  so  führt  auch  System  IV.  auf  einen  ^ 
Spruch.    Es  kann  somit  nur  System  I.  bestehen  und 

fu  =  — a,      fj  =  1 
ist  die  einzig  mögliche  Lösung  des  Systems  I. 

t  X  «'  -  1 

verlangt 

9'  =.  —fp^    und    t'-\-t  "^  "~  7 
gibt  dann 
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ndMn  erh&lt 

ili  Oleichnog  der  einzigen  Doppeitangente  der  Cnrve. 


{.10.   Besondere  Eigenschaften  der  Wellenlinie. 

Man  beschreibe  om  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  einen 
IreiB  mit  dem  Radius  /,  ziehe  vom  Punkte  L  aus  (Fig.  9.)  nach 
öen  yerftnderlichen  Punkte  P^  dieses  Kreises  einen  Strahl  und 
tnge  TOD  hier  aus  die  Strecke  m  ab.  Wird  nun  das  Azimut  dieses 
StnhleB  mit  u  bezeichnet,  so  sind 

X  —  /'cos  2m -|~«' cos«,     y  — /sin  2m -fr  sin  u 

^  Coordinaten  des  Punktes  P^  somit  ist 

a:«+y« — y  «  =  r(r  +  2/C08U) 

tu  iQch  die  Figur  9.  sofort  zeigt.    Femer  ist  auch 

(*+/)*+y*  -  (r+2/COSM)* 

iod  nun  erhält  zur  Bestimmung  der  L&nge  m,  wenn  der  Punkt  P« 
^  der  Wellenlinie  liegt,  die  Gleichung 

.  (r«  — 4a«)(r+2/C08M)*  -  0 

y  ««  -  4a« 

JHß  Wellenünie  ist  somit  eine  Kreisconchoide  und  wird  erhalten, 
^«nn  man  Tom  leuchtenden  Punkte  L  aus  nach  einem  veränder- 
"^^chen  Punkte  P^  des  Kreises  f^  den  ich  im  folgenden  Grundkreis 
^^^r  Gonchoide  nennen  will,  einen  Strahl  zieht  und  von  hier  aus 
*^mch  beiden  Seiten  die  constante  L&nge  2a  abtrftgt^^ 


Wir  bemeri^en  hier  die  eigentOmliche  Erscheinung,  dass  die 
«^age  dieser  Strecke  fftr  alle  Lagen  des  leuchtenden  Punktes  die- 
nte bleibt 

Die  X  Axe  schneidet  die  Curve  in  den  zwei  gewöhnlichen  Punkten 

»z=2a+f.    flp  — —  2a  +  /' 

^^  in  deoi  Dom^elponkte 

« f 
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Ein  Kreis,  mit  dem  Radius  2a  um  den  Punkt  (x  «  /;  y  «  i 
schrieben,  hat  die  Gleichung 

und  schneidet  die  x  Axe  in  den  beiden  oben  angegebenen  Pi 
Die  Tangente  dieses  Kreises  im  Punkte  (x^,,  y^)  hat  die  Gleic 

und  ebenso  ist 

die  Gleichung  der  vom  leuchtenden  Punkte  aus  auf  diese  Ta 
gefällten  Normalen.  Für  ihren  Schnittpunkt  gelten  somit  di 
Gleichungen 

2)  (iro-/)(aJ~/)  +  yoy-4a« 

aus  welchen  nun  folgt,  dass 

4o*y 
ist,  und  weil  nun 

ist,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  P^  (1 
die  Gleichung 

Derselbe  liegt  also  auf  unserer  Curve  4.  Grades,  und  wir  \ 
nun  die  Wellenlinie  auch  auf  folgende  Weise  definiren:  „DieV 
„linie  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen ,  die  vom  leu 
„den  Punkte  aus  auf  die  variabeln  Tangenten  des  Kreises 
„werden,  der  mit  dem  Radius  2a  um  den  Punkt  {x  =/,  y  = 
„schrieben  wird'^  Dieser  Kreis  soll  im  Folgenden  Leitkreis  gc 
werden.  Sein  Radius  ist  fftr  alle  Lagen  des  leuchtenden  P 
derselbe  und  gleich  dem  Durchmesser  des  reflectirenden  Kreii 

Wir  wollen  femer  zeigen,  dass  die  Wellenlinie  auch  al£ 
curve  aufgefasst  werden  kann.  Aus  der  in  §.  6.  angegebenen 
struction  der  Wellenlinie  geht  hervor,  dass 

die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind,  somit  ist 
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1)  df  —  2  y 5HF7*+2o7cÖ89  liy 

folglich  aach 

*/    ya«+/«+2a/-C0B9 

0 

Dieses  Integral,  das  die  Länge  des  Bogens  der  Wellenlinie 
C  an  gerechnet  darsteUt,  ist  ein  elliptisches  Integral  IL  Art. 
setze  man  abkürzend 

sinamx  «  Sxy     cesamo;  —  Cx^     ^amx  —  Z>x, 

so  geht  dieses  Integral  dnrch  die  Substitution 

1 .-  cos  9>  -»  2  Sx 
über  in 


/Ol-, 
^dS-4(a+/)£;(am«') 

0 

wenn 


(«+/•)' 


gesetzt  wird.    Weil  der  Winkel  PXP,  in  Fig.  10.  aach  gleich 
80  ist  der  Umfang  ü  der  Wellenlinie 


J  Va«4-A»+2aycos<p 

0 

1 

-  dS  -  8(a+/] 


=  S(a+f)r 


Cx 


Bezeichnet  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  setzt  man 


so  wird 

4n 


Diesen  Wert  von  k'^  erhält  man  aber  auch,  wenn 


f-\ 


gesetzt  wird.    Wird  nun  der  Umfang  der  Wellenlinie  für 
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a 

lit  V  ond  deijenige  fOr 

^  =  na 

■it  U*  bezeichnet,  so  hat  man 

n  (n  +  lr 

r7'=8ci(n+l)£,     für    A;«-^;^^ 
somit  ist 

4)  C7'  =  nl7 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  dio  von   der  Wellenlinie  ein- 
geschlossene Fläche  za  berechnen.    Bezeichnet  r  den  Leitstrahl  der 

Cone,  also  die  Strecke  Zp  (Fig.  12.),  so  hat  man 

r*  —  (/•4*2acos9-j-/'cos29))*4*(2a8inv+/'sin29>)* 
«  iCo-l-Zcosip)* 

Qod  somit  ist  eer  Inhalt  dS  des  infinitesimalen  Sectors  PP^L  gleich 

5)  rf/S  —  2(a  4-  /"cos  v)*  rf<p 

tlso 

Vi 

6)  S^2  1     (a4-/C08<p)«rf(p  =  (2a«+^)<p, 

0 

+ (4a  /"^  P  cos  (pi)  sin  qp' 
folglich  der  Gesamtinhalt  J  der  Fläche 

n 

7)  7-  4  f(a+fC0Bq>)^d(p  —  (2a)««+2./«jr 

,4)er  Inhalt  der  von  der  Wellenlinie  eingeschlossenen  Fläche  ist 
))gleich  dem  Inhalte  des  Leitkreises  plns  dem  doppelten  Inhalte  des 
^(inindkreises  der  Conchoide.^*  Ferner  ist  der  Inhalt  der  schraffirten 
^eieckigen  Figur  CD  gleich  dem  Inhalte  des  Orondkreises. 

§.  12.    Die  Wellenlinie  für  besondere  Lagen   des 

leuchtenden  Punktes. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Wellenlinie  eine  Function  von  f 
%  das  heisst,  vom  Abstände  des  leuchtenden  Punktes  vom  Mittel- 
punkte des  reflecürenden   Kreises.    Jeder  Lage  des  Lichtpunktes 
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Ao  jedem  der  8  Körpermittelpunkte  liegen  48  Tetraeder, 
an  jedem  der  24  FlächeDmittelpunkte  2.8=16  Tetraeder,  an 
jedem  der  32  Eantenmittelpnnkte  3.4  »12  Tetraeder,  an 
jedem  der  16  Eckpunkte  4.6  =  24  Tetraeder. 

Anm.  Denn  bei  der  Hauptteilnng  eines  regelmässigen  Hexa- 
9kn  liegen  an  jedem  Flächenmittelpnnkte  8,  an  jedem  Eanten- 
■ittelpankte  4,  an  jedem  Eckpunkte  6  Tetraeder. 

Hiernach  ist  die  eben  erhaltene  Teilung  identisch  mit  der  in 
Ir.  2.  beschriebenen,  da  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
wsehieden  ist. 

5.    Die  vicrundzwanzigzelligc  oktaedrischo  Teilung 

liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Oktaeders  eine  Zerlegung  des  Raumes 

ii  24.48  == 

4)    1152  congruente  Tetraeder 

(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  6.) 

An  jedem  der  24  Körpermittelpunkte  liegen  48  Tetraeder, 
in  jedem  der  96  Flächenmittelpnnkte  2.6  —  12  Tetraeder,  an 
jedem  der  96  Kantenmittelpunkte  :>.4  =  12  Tetraeder,  an 
jedem  der  24  Eckpunkte  6.8  ^  48  Tetraeder. 

Anm.    Denn  bei  der  Hauptteilnng  eines    regelmässigen    Okta- 
eders liegen  an  jedem   Flächenmittelpunkte  6,    an  Jedem   Kanten- 
ittelpunkte  4,  an  jedem  Eckpunkte  8  Tetraeder. 


6.  Die  hundertzwanzigzellige  dodekaedrische  Tei- 
lung liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Dodekaeders  eine  Zerlegung 
des  Raumes  in  120.120  =  14400  congruente  Tetraeder, 

An  jedem  der  120  Körpermittelpunkte  liegen  120  Tetra- 
eder, an  jedem  der  720  Flächenmittelpunkte  2.10  «  2J  Te- 
traeder, an  jedem  der  1200  Kantcnmittelpunkte  3.4=12 
Tetraeder,  an  jedem  der  6U0  Eckpunkte  4.6«  24  Tetraeder. 

Anm.  Denn  bei  der  Hauptteilung  eines  regelmässigen  Dodeka- 
eders liegen  an  jedem  Flächeumittelpunkte  10,  an  jedem  Kanten- 
ttittelpunkte  4,  an  jedem  Eckpunkte  6  Tetraeder. 

Die  eben  gefundene  Teilung  ist  also  identisch  mit  der  in  Nr.  3. 
beschriebenen,  da  wiederum  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
verschieden  ist. 

Es  sind  hiernach  im  ganzen  aus  den  6  regelmässigen  vier- 
dimeusionalen  Körpern  4   congruente  Maximalteilungen    des    positiv 

Atel.,  d.  Matli.  u.  riiys.    2.  K«ihp,  T.  X.  1 1 
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Sprecheudo    Anzahl   voo    Tctracdero   zerlcgon.    —    Hicrhei    ist  das 

Tetraeder  als   Ausgaugskörpcr  ausznschliessen ,    da  seine  Teilungs- 

cbcuca   dasselbe   Resultat  (24  Tetraeder)   ergeben,   wie  die  Teilung 

des  Hexaeders  durch  die  6  Ebenen,  welche  durch  je  zwei  gegenüber- 

Imude  Kauten  gehen,  eine  Teilung,  die  erst  durch  das  Hinzutreten 

«irricr  durch   den  Mittelpunkt  gehenden  und    den  Seitenflächen  des 

lieueilers  parallelen  Ebenen   zu  einer  Maximalteiluug  wird.    (Vgl. 

FossDote  S.  157). 

Im  Uebrigcu  ist  der  eben  ciltwickelte  Gedankengang  durchaus 
analog  demjenigen,  welcher  von  iler  Teilung  der  Kugeltiache  m  zwei 
üalbkugelu  zu  derjenigen  in  2n  cougrueute  sphärische  Dreiecke 
fahrt  (d.  h.  zu  der  S.  162  besprocheneu  combinirten  Aoquator-  und 
Meridianteilung). 

Unter  Zugrundelegung  des  Oktaeders  oder  Hexaeders  er- 
giebt  sich  demnach  eine  Teilung  jeder  Hälfte   des  constant  positiv 
[  ^krümmten  Raumes  in  48  congruente  Tetraeder  (vgl.  Tabelle  A.), 
and  eine  Teilung  des  ganzen  Raumes  in  2.48  « 

6)  96  congruente  Tetraoder 
(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  1). 

Unter  Zugrundelegung  des  Dodekaeders  oder  Ikosaedcrs 
crgiebt  sich  eine  Teilung  jeder  Hälfte  des  constant  positiv  gekrümmten 
Raumes  in  120  congruente  Tetraeder,  demnach  eine  Teilung  des 
ganzen  Raumes  in  2.120  » 

7)  240  congruente  Tetraeder 
(Hossfeld  a.  a.  0.  Fall  2). 

Hiermit  sind  die  7  von  Hrn.  Hossfeld  ermittelten  Fälle  erschöpft. 
—  In  den  drei  hier  zuletzt  behandelten  Fällen  ist  übrigens  die  Tei- 
lung  des   Raumes   durch   vollständige   Flächen  unmittelbar  ein- 
:  leuchtend. 


n.    Congruente  Teilungen  des  negativ  gekrttnimten  Raumes. 

1.  Die  unendliche  ikosaedrische  Teilung  liefert,  wenn 
jedes  Ikosaeder  der  Hauptteilung  in  120  Tetraeder  unterworfen  wird 
(S.Tabelle  A.),  eine  Zerlegung  des  Raumes  in  congruente  Te- 
traeder, die  durch  folgende  Eigenschaften  charakterisirt  ist. 
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An  jedem  Körpcrmittclpunkto  liegen  120  Tetraeder,  an 
jedem  Flächenmittelpunkte 

2.6  «12  Tetraeder 

an  jedem  Kan tenmittelpnnkte 

3.4  =  12  Tetraeder 

(da  o;  »  3,  nach  Tabelle  C),  endlich  an  jedem  Eckpunkte 

12 .  10  ««  120  Tetraeder 

(da  P «-  12,  nach  Tabelle  C.) 

Aum.  Denn  bei  der  Hanptteilang  eines  regelmässigen  Ikosa- 
eders  liegen  an  jedem  Flächenmittclpunkte  6,  an  jedem  Kanten- 
mittelpunkte  4,  an  jedem  Eckpunkte  10  Tetraeder.  ; 

2.  Die  unendliche  hexaedrische  Teilung  liefert  durch  ; 
Hauptteilung  jedes  Hexaeders  eine  Zerlegung  des  Raumes  iu  con-  ; 
grueute  Tetraeder,  für  welche  folgende  Zahlen  gelten. 

I 

An  jedem  Körpermittelpunkte  liegen 

48  Tetraeder 
an  jedem  Flächenmittelpunkte 

2.8  =  16  Tetraeder 
an  jedem  Kantenmittelpunkte 

5.4  =  20  Tetraeder 
(da  x  =  5,  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

20.6  =-  120  Tetraeder 
(da  P—  20,  nach  Tabelle  C).    (Vgl.  Anm.  zu  Nr.  4,  S.  161). 

3.  Die  unendliche  dodekaedrischo  Teilung  1.  Art 
liefert  durch  Hauptteilung  jedes  Dodekaeders  eine  Zerlegung  des 
Raumes  iu  congruente  Tetraeder,  für  welche  folgende  Zahlen 
gelten. 

An  jedem  Körpermittelpunktc  liegen 

120  Tetraeder 
an  jedem  Flächenmittelpunkte 
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2 .  10  «  20  Tetraeder 
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in  jedem  Kantonmittelpunkto 

4.4  =  16  Tetraeder 
(da  X  ^^  -i.  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

8 . 6  —  48  Tetraeder 
(da  P=  8,  nach  Tabelle  C).    (Vgl.  Anm.  zu  Nr.  6,  S.  161). 

Hiemach  ist  die  eben  erhaltene  Teilung  identisch  mit  der  unter 
Nr.  2.  beschriebenen ,  da  nur  die  Benennung  der  Punkte  in  beiden 
verschieden  ist. 

Die  Mitten  der  bei  Teilung  2  um  einen  Punkt  herum  liegenden 
20  Hexaeder  sind  die  Ecken  eines  Dodekaeders  der  Teilung  3.  Und 
die  Mitten  der  bei  Teilung  3  um  einen  Punkt  herum  liegenden  8 
Dodekaeder  sind  die  Ecken  eines  Hexaeders  der  Teilung  2. 

4.  Die  unendliche  dodekaedrische  Teilung  2.  Art 
liefert  folgende  Zerlegung  des  Raumes  in  congruente  Tetra- 
eder. 

An  jedem  Körpermittelpunkte  liegen 

120  Tetraeder 

an  jedem  Flächenmittelpunkte 

2.10  =  20  Tetraeder 

an  jedem  Kantenmittelpunkte 

5.4  =  20  Tetraeder 

(da  or  «  5,  nach  Tabelle  C),  an  jedem  Eckpunkte 

20.6  =  120  Tetraeder 

(da  P  =  20,  nach  Tabelle  C ). 

Wir  haben  hiernach  im  ganzen  drei  congruente  Maxi  mal  teil  uugeu 
desconstant  negativ  gekrümmten  Raumes  erhalten. 

Diese  letzteren  Teilungen  sind,  wie  ich  einer  gef.  brieflichen 
Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Dyck  entnehme,  nicht  die  einzigen  ihrer 
^.  Es  giebt  neben  denselben  noch  andere,  deren  Eckpunkte  ent- 
weder innerhalb  oder  auf  der  „Fundamentalkugel'  der  Massbestim- 
rnung  (vg]^  2.  B.  den  Eingangs  citirten  Aufsatz  des  Hrn.  Dyck  p.  70. 
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Fall  3)  gelegen  sind.  Um  zu  diesen  zu  gelangen,  müssten  die  homo- 
genen Teilaugen  des  negativ  gekrümmten  Ranmes  eine  ähnliche 
yervollständignug  erfahren,  wie  es  oben  mit  denen  des  positiv  ge- 
krümmten Ranmes  geschehen  ist.  Doch  mag  im  Interesse  der  Ktlrze 
dieser  Hinweis  genügen. 

Es  sei  schliesslich  bemerkt,  dass  die  oben  mit  1)  bis  4)  bezeich- 
neten Teilungen  des  positiv  gekrümmten  Raumes  an  den  von  mir 
hergestellten  Projectionsmodcllcn  der  regelmässigen  vierdimensionalen 
Körper  (Verlag  von  Brill  in  Darmstadt)  veranschaulicht  werden 
können,  indem  es  nur  erübrigt,  die  in  jenen  Modollen  auftretenden 
Polyeder  den  oben  erwähnten  Hauptteilungen  unterworfen  zu  denken, 
was  der  geometrischen  Vorstellungskraft  keine  Schwierigkeit  be- 
reitet 

Hagen  i./W. 
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IX. 


Transformationen   der  Potenzreihen  ganzer  und 

reciproker  Zalen. 


Von  • 

Franz  Rogel. 


Die  Quotienten  — . und lassen  sich  auf  zweierlei  Arten 

iu  endliche  Reihen  verwandeln.  Durch  wiederholtes  Differcutiiren 
und  lutegriren  und  Specialisiruugen  des  Bogens  entstehen  eigenartige 
mit  den  Potenzreihen  der  ganzen  und  der  reciproken  Zalen  hzhw. 
gleichwertige  Reihen ,  welche  die  Bernoulli'schen  resp.  Euler'schen 
Zalen  nicht  enthalten. 


I.    Reihen  mit  geradem  Exponenten  und  Zeichenfolge 
und  Reihen  mit  ungeradem  Exponenten  und  Zeichenwechsel 

1.    Transformation  der  Reihen. 

T2n  —  l-*"  +  32»+  .  .  .    +Ä;-*» 

1/21.+ 1  =  l2«|i-3^H-i  +  5^'»+^+  ...  +(-1)    ^    ^.2.Hl 

Durch  2?t  und  2»+l  maliges  Differentiiren  der  für  jeden  Wert 
von  9  und  für  ungerade  m  giltigen  Formel: 
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O  ^  C0S2(3P  +  C0S47)+  .  .  .   -f-COS(m  —  1)(JP  ^  —4  + 


Sinmqp 


2  siuep 


=  m ^^1 sm*<p-j r-j siu*9  .  .  . 


,    (-  1)  m(m«-l«)  .  .  .  [m»-,»-2«]  .   „    , 


m\ 


1) 


ootstcht,  wenn 


gesetzt  wird 


n; 


<p  —  0,     =  ^     und 


n 
4 


Z)^-"a>y=0=   (-1)»»2'^«52„ 


771 


m-'-l2  (m2-l2)(,H2— .3*) 


3! 


5! 


m — 1 


ml 


2) 


Z)^2»»  ^ 


(— I)n+I22nr2„ 


7C 


q): 


m 
2 


m«--l_«        ,    (mg— l»)(m»-3^) , 

21       ^2  "1 ^  &4    .  .  . 

W — 1 


5! 


+  (-1) 


(7/i2-~l2)    .  .  .   [m«— m— 2^] 


ml 


'm 


-ij  3) 


=  (-l)»2-2"+ll72„+l 


4~ 


m 
2 


m«— 1«        ,    (m«— l«)(m-— 3«) 


5! 


(mS-lg)(m»~3^)(mg-~5^) 
7! 


C,:  .  . 


4) 


Die  Cocfficicutcu  «,  /<,  c,  f/  zu  bestimmen,  dient 


(— 1)'  2'^-^a\0Tq>  ■=  COSr^  ~  (l)  C08(r— 2)(p 


5) 
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(-1)^         \l-ycOS2q>  +  (^l)^[l) 


...+(— 1)         \ö-'i;co82(p+(-.l)    [^  J    (r  gerade)  5) 

es  ist  dann 

-  (  - 1 )  i^'.l[^-  (;)  (r-2)2n  +  Q  (r-4)2n  .  .  . 


...  +( 


TS 

9»  =  2 


-)^  'G-)h 


9=4 


r  — 2 
n i — 


r  ^  2  mod  4 
<l^  «:=-  i>2H-|.i  sin' 9 


9  =  T 


"+1+  4 
-    '-^  [(;)(r-2)-»l-Q(r~6)-M... 

r  ^  0  inod  4 
nod 

S      ^       92« 
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a. 


^6  - 


ftc 


,    m  -l 

(-1) 
«m-l  =-    2m-2 

(W   -Ij-'w  — 

m4"^  /"» — ^ 

...   +(-1) 

2        »«— 3 

V    2 

tn 


-  :j)2« 


?>.  = 


/>e  -= 


(-1)" 


^i'--(-^=-+G)'-+®H 


( -1)"  / .,.. 


bm-l 


2    


~   2    ' 


-  ^■■'  (e»-"  -  { V^O 


^10  —     2^^ 


(l0.«+i-f2«)6-.>  +  (^;)2.,,) 


("4 


,.,2  =  Lv+ijS«  H _  (*''^^)  (4./-2)-'>H  > 


-f  CT)  (^^  ^»^ 


■  •      •      • 
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A 


< 


-^-■-f-(G)«-'-(3)^'-) 


+  (*g'')(4v+6)2««i  .. 
Nach  Einsetzong  dieser  Werte  in  1)  crgiebt  sieb 

*^  —  4    L     3!  ~  "^  ■     6!  '      2! 


+ 


(»1»— l*)(»i«-3*)  (m* 


-5.,  ^-(D^-+® 


..+ 


7!  '^* 


m! 


(„.-1)2h       rm— 1\  (w— 3)2»* 


m —  3/wi  — 1 
2     I  7/»— 3 


1?  V    1    j   "  2      •  •  •  l    1)        y-  2 


2»«— ;j 


7/t 


6) 
2/+1 


l'ü 


— i*)(,„s_a-i)  ^'"+Vij 


M 


+ 


'  4   L     3! 


7! 


2-» 


•     •    • 


m 


+1 


2     (»»*— 1«)    ..  .   [>n--(m—-2)n 


m  i 


7/i 


7) 
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Uon  I 


7!  2* 


-,.,  C)  --  -  © 


9 !  2'' 


+  il! 


X ~^w -—    •  \  «) 

IM  -=  2Zr+l 

,,,      _  S-in+V2n  _  m      m2-l2_  (/.,^- l2)(m«-3^)    (l) 
/2w  -        y-      -  ^   L     3!  5!    "       "'   2-    ^' 

-j-  ^,       -  .        2^        . .  .j  y) 

m  =»  2A-  +  1 

*n  —1—1 

Sämtliche  mit  dem    -;,-   ten  Gliede  abbrechende  Reihen  lassen    ^ 
sich  mit  Rücksicht  auf 


'w-|-l 

2 

'f?i  -|-3^ 
(m^^l^)(m^^3»)  _  ,  (   "2~    )  \  lO) 

2*. 51  ■"  ^ 


m 


+5' 


2^7!         '  ■"  ' 
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m 


8 


+'\  ^  10) 


» 


tacb  scbrcibon 


**>j»4   =  TU 


l»(l)+slW(--(0) 


+  sC=;)  ((".T -("."')  ("VT  ■ 


-f 


( 


m-1 
m — 3 


2""/ 71  11) 


...-4iU;-iCfJo'-+(:)) 


(7/1  -f-r>\ 
■f ;  (3».+ (j,  .=.+(«))... 


m+1 

■•+<-""''  i(ri)(('"-f'r+(T ')r-7-r-- 


(?))J 


•+   v^j->';l  12) 
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+  i V  ^  y    .  32"H_  r  )  13) 


+ 


/''»+9N  1 


I      /'./»4-3N  /■"i+5N 


2.     Transformation    dor   Reihen. 


11  1 

^•2u  -^  j2«  "i~  ^2;iu   r  •  •  •  "•/-'!» 


,     _     1  1  1 


/•  — 1 


<  Jii 1 1  —  j;_,,;  1 1  ^  3-'« f-i   I    f/2ii 1 1  •  •  •  t"      /j2iif  i 

*  ■^»*      "    j2m  2-"    '"  3-"  *  '  /-»* 


Durch  Integriren  der  Gleichung?  1)  entsteht 


Sin(yu— l)<y 

«1-1 


y*    ^  sin  2g    ,    sin  4op   , 


g)      g> 


/•  /^  COS  2g)        cos  4v  cos(m— l)g)       *S^ 

j  I  a>.i<p  -  -  .,,    --_^,   ...-    („,_j).  +.^; 


0       0 


und  die  2i<  und  2/i-|-l  fachen  integrale 
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/A^  /     ^x^/C08  2y   ,.C0S4<P  C08(m— l)g>\ 

0 

+  ^  «2n-2 ^4  fl«2n-4  J ^6 

(2»— 2) !  2*  ^  (2n— 4) !  2*  '^        "*"  (2n-6)  l  2«  *  *  ' 

•  •  •  "rV.     Ij       22m 

2iH-l      ^ 

/*   /R^  /     ,x^/b'p2(P  ,    8in4(p  8in(m--l)y\ 


2n— 8 


_l ^ i»2«-I ^ 

■T"  (2n-l)!  2«''^  (2n— 3)!  2*  '^ 

^  (2n— 5)!  2«^^  •  •  •  i-(     ^)  ^  22»»  ''^ 

Für  9  —  2 »  ^®®P'  ^^  7   ^®* 
2«      9 

(2n—4) !  2*  \2  /        ••-rl     a;       2!  2«»-H2y      ^^^ 


\2m-1 


2n+l        9 

(2n-3)i2*U/         •••"Tl     A^    3!  2*«-2V4/ 
+  (-l)"-'^-f  16) 

Es  ist  aber  auch 

2n     9 

/^  m-1     /«V*       m(m8— 2«) 

0  n 

.    m(m«-l»)(m«-3«) 
+  2T! «*  "> 

Aldi.  d.  Math.  a.  Phjf.    2.  Beih»,  T.  X  \^ 
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2n+l      <f 


w— 1       /:«  \«»+»      w(ro*— 1«) 


hierin  ist 


t  2.5!    — g^  1« 

2ft      g» 


und 


9C 

.9-2 


2n+l      <p 
i?r  —  /     sin^q>dq>  r  gerade 


15)  mit  17)  und  16)  mit  18)  verglichen,  ergiebl : 


m~l    /«V"       m(m«-l«)         .    m(m*— l8)(m«— 3*) 

0. 


-1    /«Y"  __  m(m»-l») 

tn)!  V2/     ""       2.3!      *"*  + 


2(2n)!  \2J  2.3!      **«    '  2.51  *  '  * 

m  —1 

.  .  .  +  (-1)  -^^ —^ «m-i  19) 

22^"+!  ^2~-t-i-t-(2n-l)I  2*\4/  --h^-A;       22114 

m— 1        /^Y»»+i        m(m^— 1^)  m(m»~l«)(m*~3«) 

""2(2«+!)!    V4/         "~      2.31      ^«  +  2.5!  *^*"' 

m — 1  

,."T"m(i»«-l«).  ■  .  (m«->»-2')^ 
...+(-1)  5^T P»-i  20) 

Zur  Bestiramang  der  a  und  0  dient  wieder  die  Formel  5);  es  ist 


.  2--»  y  Bin''<prf?.  f  V^y  f  -  ^i  -  ly  ^"T^ 


+  ••• 


r  +  1  r 

2     /r\  sin(r— 2)(p  ,  ,     ^  "2  /r\  uin  rtp 
.  . .  +  (-1)  (i)  -7=2^  +  (-1)    (o)  - V  •■  ««"*• 
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o 

-  [Q  -0  j-.-  G  -0  i . .  . 

y'*  l    r  J     7*     I    V  **  1  sin  2^ 

o 

,    >.     , »2  /r\  8in(r— 2)5P  2^    /r\  sin  rqp 

•  •  .  +  (-1)     ^ij    (r_2)»     +(-!> 


—  I  \2  ~1-^  2«~  ^2  ~"^-^  4«  •  •  • 


,0/      r»  , 


...+<-..''G)i;^.+<-"^'"'Qd' 

y^  l   '^    I     <P*     I   V  »•      -    1  cos  2g)   , 

BinVrfy-  V2/  2741  +  ^2  ""^>^  ~2^  +  *  '  ' 

0 

r  r 

2"'^/r\C08(r-2)g>  2 /r\  C08  rcp 

.  .  .  +  (-1)  \^ij     (r-2)*     "t"^""^^    Voj      r* 


—  I  ^ ""^y  2«  ""  M'"^>^  4«     •  • 


•■+<-«^{n,^.+<-"'^'(o)'?]f: 


IS* 
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2n      q> 
2'-i     /     8in»-d<;p 


0-J?!üL 
^       2(2n  ) ! 


+  ( 


T  T 

^1       '-\2      '-'     .22»  2       ''     42» 


42»    •••+(     1) 


".— 1 


COSr 


__*!rL[(?_i)i  _  (r_2)i- 

(2«-2)!   ^2        '  2»  ^2     ^^  i*    •' 

--1      1 

...+(-i)'(;)(-^2r« +(-')'    y 

4._?!r.*_  |(r_,)L_  (•:_2)l 

+  (2n-4)!    '-^2      '''  2«  ^2      ''''4«--- 


s— 1 


2  /r\         1  2  1 

•■•+(-1)     (1)   (iZl2)-«+(-»)  r-i-l 


g)*   P     r  1  ^r  1 

2  ^ 


-  -—1  1 

2  /r\  1  2  1 

•  •  •  +  C-l)     (1)  (r-2)2"-«+^~^^  i^^^^-" 

L  Vö  —1/    22h         ^2  '^    42n  •      • 


2      -'    22»*       "2 
r 


';-i 


...+(-1)  y  0^112)2" +(~^^    i^-" 
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2^ 


1+1      g,  /rN 

0 

4./_n— 1       (-     ij^i^q»       (r       )  gin4y  2~^  sinr  J 

f*  f* 

_j??_zi_[(r_i)L._(!i_2) 

(2»— 1) !  ■-  ^2     ^''  2»       ^2     ^^ 

-  r-1     1 

•••+(-V(;)(;::i2j,+(-i)'      ,^J 

y^-'    [(^    i)  i__(!:_2)l 

2n— 3)!   '-^2     *'  2*       ^2     '*''  4*  • 


1_ 
^«  •  •  ■ 


■^  (2n— 3) 


+ 


<-i.  ^  (0  ^,mJ  -' !,  ] 


( —  l)**""^  3"!       2  ~"^      2^**-^         2  ^      43n-2  •  •  • 

'  W^      1    1 

^~^^    \lj(r— 2)2~-2  +  (— ^)  ;i^=^J 


I*  I* 

r_ir^[t-i)-^-t-2)^ 

A — -"^^     112  2*"  2  42n  •  •  • 

-  --1    ] 


+ 


(L3)JL     ] 
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•■■+<-"'0(-^-+'-«*''?^ 


Tv   /Ji;\*"+> 


2-'^'  -  212^7!  (r)  {Ti 

+(_i)»-i  [  (|_i)  ^_  (^_3;  pL. ..  J 


+  (-l)-P  l(j  -l)    ^  -  (^-2)  ^.  . . 

2  /r\        1  2  •"*    1 

•••+(-1)    (1)  (7=2F»+^~^^         ^--' 

Nach  Einsetzung  der  sich  für  r  =  2,  4,  6  .  .  .  ergebenden  Werte 
in  19)  und  20)  gehen  sofort  Relationen  zwischen  T  und  S  einer- 
seits und  U  und  S  andrerseits  hervor,  deren  charakteristische  Eigen- 
schaft -  die  Verknüpfung  der  Transcendenten  n  mit  rationalen 
Zalen  —  zur  Trennung  der  T  von  S  und  ü  von  /S  vorteilhaft  aus- 
gebeutet werden  kann. 


ganttr  und  reeiproker  ZaUn.  18S 

Da  es  nftmlich  in  der  Nator  der  Sache  liegt,  dass  eine  Transcendente 
nicht  durch  eine  endliche  Anzal  rationaler  Zalen  ausgedrückt 
werden  kann,  so  können  die  Gleichungen  19)  und  20)  in  ihrer  vollen- 
deten Form  nnr  hestehen,  wenn  der  in  irgend  eine  Potenz  multi- 
plicirte  Factor  der  einen  Seite  gleich  ist  dem  in  dieselbe  Potenz 
mnltiplidrten  Factor  der  andern  Seite  der  Gleichung  19)  bzhw.  20). 

Aus  der  Yergleichnng  der  von  n  freien  Glieder  ergeben  sich  T2n 
and  U2m-¥i'  Nun  ist  der  von  n  freie  Bestandteil  von  ar  nach  leichter 
Reduction 


(-1)*     U(r      i)    .«t      3)   1 
2r_l  2>"    *-     ^  —        "^      ^2         "^  pi   •  ■  • 

_(Ljj._(;_ji_  ] 

diüier  der  von 

(— 1)»2  /2> 


2.2«" 


© 


«*.  -  -  2».2*«\''\l/      \0)^) 

(-1)"  L  ß\   .2  (^\  ±  _  («)  i-  -(^)±\ 
«8  •  -  •  2' .  2«»  \^  W  ^^  \1/  32"      V2/  22»      \0)  i^J 


(-1)»      (2  (m-3)        (m-?)    1 

TO 1  TO 1  . 

(m—b)  J_        (m— 9)  J_  ) 


TO 1.  TO 1 

22"         •    2    ^  4*" 
somit  folgt  sag  19) 


m(w2-l«)  f  (o)      m»-3»  (2  /4\  _  W) 
=  8         L  3!    ~  5!  2«  ^    \l)       22»'' 


21) 
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m 


+1 


m — 1 


+ 


(-1) 


. . .  +  <-.) '  (T')  m"   ^-^P 


aas  20)  folgt  somit 


^»^  "•         4  Ls  !  W  ■"  2«. 51    Ul/  ^  W  22*; 

VW       \1/  22«  "T"  \o)  2^n) 


2*.  7! 


(m«-3»)  (m2~5«)(m2-^7») 
2«. 91 


m 


-2;  + 


^  \\3/  ""  \V  22"  "^  \l)  2^      \o)  42")  •  •  • 

m — 1  

,    ,     .."2"   (m2^32)  .  . .   (m2-m-2*)  ^, 


!  2«»-» 


m+1' 


21 


-^^^2    ^  ^2    ^22"'''"V2    / 


F2n-2r2n-^'2n 

Mit  Berücksichtiunng  der  Formeln  10)  kann  auch  ge8chrieb< 
werden : 


T2n 


2 

m-|-5 


+  \ 


^    6    '^  ^^  V2)  "^   32"   ""  22*  ^     •  • 


32h  22* 

m— 1 


m — 1  w — 1  II*— 1 

-*(T)(».a)+K!)3--®i-(o)i) 


1/5 
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-»•  —l  /n  —1, 

—5]  _1^  _  fm^9 


24) 
m  =  2k  +  l 


m+1  -*'*+3 


.  =  -[»(j)Q-i(f  )(}) 


m — 1  ,   .m — 1  m — •! 


(-1)' 


1  (m  -1\  (  (m— 3)       (m  -t)  _J )1 

mU-l/^^    2    ^""^    2    -'3*»+i       •    •^■' 


25) 
«»  —  2*  +  1 


+  4-  V  g   /  \\^2/"'  2^  "^  3^^ 

m+7  /8V 

""*  ^    8    ^^3/"'  W2ä^"^\lJ3^"'P*^^    '•• 
«I — 1  .  jnk — 1  m— 1 


.  .  .  +  (-1)    ^ 

m+1 

•   •  -^  /m--l\2-y j  26) 

^    2     ^  m-2;  +  l 

Ausser  diesen  Beziehangen  lässt  sich  noch  eine  bemerkenswerte 
Identität,  welche  sich  nur  auf  eine  ungerade  Zal  n  bezieht,  aus 
den  1^  enthaltenden  Gliedern  in  19)  ableiten. 

Die  linke  Seite  enthält  kein  mit  n^  behaftetes  Glied;   die  ^^ 
auf  der  rechten  Seite  enthaltenden  Bestandteile  sind  allgemein  in 
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Or 


"'2^{2n)l  lr\ 


somit  in 


«6 


•  *  •  2«(2n) !  Vi/ 
*'♦•••  ¥(2n)\  [2) 

•  •  •   2«(2n) !  \3/ 
"'s  •  •     ¥(2ny\  VV 


1 /'^~"1\ 

«m-i  .  .  .  2m-r(2n) !  (  m— 1  j 


Nach  Unterdrückung  des   gemeinsamen  Factors  öTö^n  ^^*  daher  für 
jedes  ungerade  m 


•    •    • 


7!  2«  V3> 

m-j-1  /»»  —  3' 

"2~  m(m»-l«)  .  .  .  (mg-m-4*^ 
*••+(!)  (^  _2)!  2^-3  «  *^  —3 


m — 1  /m — 1' 

m! 


+( -1)  ^  "^"^  ^^:v^i --  »» -1 1  -  0        27) 


2 

Eine  einfachere  Form  erhält  diese  Identität,   wenn   die  Einheit  auf 
die  rechte  Seite  geschafft  und  durch  m  dividirt  wird: 


n^'-V  /2\        (m»— lg)(m»-3»)  /4\ 
3!  2^    \\J  +  5!  2*  \2) 

(3)      •  • 


7!  2« 


ganzer  und  redproker  Zalen,  IgQ 

m-f-1  /m  —3' 

•  •  •  "T-  V      1)  (m-2)!  2«-3  I   m--3 

Die  Differenzen  der  Quadrate  in  ihre  Factoren  aufgelöst   und  nach 
ihrer  Grösse  geordnet,  gibt 

1      m_-l    m+1  /2\        1^  w_--3    m^-l    m-f  1    m-f-3  /4\ 
^"3!       -J      •    2     Vl/"*"5!      2     '     2     •     2     '     2"  ['2/ 

~  7!    \    2         •  •  V    2     j  V3/  •      • 

m+1  /m  —3' 


Im  zweiten  Gliede  treten  die  zwei  mittleren  Zalen  der  Reihe  1,  2, 
3,  .  .  .  m— 2,  f/i— 1,  im  dritten  die  4  mittleren,  im  vierten  die  6 
mittleren  .  .  .  and  im  letzten  sämtliche  als  Factoren  auf. 

Mit  Hilfe   der  Formeln  10)  ist  eine  weitere  Vereinfachung   in 
der  Anschreibung  möglich;  es  ist 

m-{-l  m-|-3  m-f-5 

.-i(O(T)+iG)(T)-*0n> 

m-f-l  m— 3 


2 

.  .  .  +  (-1) 


m 
m—1         m — 1 


h  M  (::J) 


+<-')'^  lM  (::;)+ 1 


29) 


Nicht  alle  der  hier  erscheinenden  Binomial-Coefficienten 


190  RogtU  Tr€UMformatioMn  dtr  Potitureihen 

/m— 1\       /m-2\  /w— ^         \ 

haben  die  einfachste  Form;  sie  kann  jedoch  mit  Anwendung  der 
Formel 

W=('    ) 

wenn  P<ih  ^^^9  erzielt  werden.  Hiednrch  entsteht  ein  einziges 
mittleres  Glied  von  einer  der  Formen 

Dasselbe  zn  erhalten,  müssen  vor  allem  3  Fälle  unterschieden 
werden,  für  welche  die  folgenden,  aus  dem  Gesetze  der  Fortschreitnng 
dieser  Coefficienten  sich  ergebenden  Gleichungen  gelten 

a)     m  — ^  «  2(m  -  2f4+l),      fi  ^  — — 

2i»— 2 
Mittleres  Glied   T^^^o  4.1  i 


Bedingung    m  =  1  mod  3 

b)  m-^-2(m-2^+l)  +  l,     f*  -  ^^^ 

2m— 3\  /2m -3 

Mittleres  Glied 

'^     '        '       m 

3 
Bedingung    m  =  0  mod  3 

c)  m  — f*  —  2(m  — 2f4  +  l)  — 1,     f*  —  — ^ — 

2m-l\  /2m— 1 

3 

Mittleres  Glied 

m+1 

.    3 

Bedingung    m  =  2  mod  3 
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Dm  alle  drei  Fftlle  in  einen  einzigen  zasammenznfassen,  sei 

m  ^  e  mod  3,    £  <<  3 
dann  ist  das  mittlere  Glied 

2f»+g— 3 
3 

Die  einfachste  Gestalt  der  vorliegenden  Identität  ist  daher: 

m-|-l  m-j-3  m-)-5 

fii  —f  ,  m  — B  \     /  2fi»-{-  «  —3 


•    •     • 


30) 


m  ungerade  =  b  mod  3 

--»■  •=«.  '-KI>(D+«CDCD-»CD(D 
-h(D=» 

-CDCD(D+'CDCO-ACD-n 
„-.3, .-.,  .-»G)CD+iCDCD-<D(D 

+« CD  (0  -  CO  cn  C0+ .iGD  -  A 


192  Rogel:  Transformationen  der  Potenzreihen 

Wenn  m  eine  Primzal  ist,  so  folgt 
m — 1\  m—1 


2 

=  (—1)  mod  m  31) 


denn  in  30)  linker  Hand  ist  das  letzte  das  einzige  -     als      Factor 
enthaltende  Glied. 

Dieselbe  Identität  geht  aus  20)  hervor 


II.     Reihen  mit  ungeradem  Exponenten  and  Zeichenfolge  und 
Reihen  mit  geradem  Exponenten  und  Zeichenwechsel. 

3.     Transformation    der   Reihen    T2n^i    und    U^n. 

Die  2n  und  (2n-{-l)  malige  Differentiation  von 

w— 2 

2 
^=-  cosg)  — cos3(p+cos59  .  .  .  +(—1)         cos(m -l)qp 

?+^ 

l+(— 1)  cos  mtp 


2cos<p 
m*rcos<p       m2-2»        ,      ,    (m«-2«)(m«-4«)       . 

-  2  [tt  -  ~4r  ^^«'^  + 6! '"'  *^  •  • 

m+2 
.  .  .  +  (-1)     ^     -^  [(m«-22)  .  .  .  (m«— ^r=2*)]cosip~-ll 

einer  für  jedes  ip  und  gerades  m  giltigen  Formel,  ergibt 

i)2"  ^^5p=t  =  (— !)••  L2n  ="  "2  I  2l 4l~ ^i  +  6! ^* 

. .  .  (-  1)    ^     ^((^^*-22)  •  •  •  (»'^'-i^^^')  )5'm-i] 


32) 


n 
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~   2  b!""      4!     '^«"^  6!  A4  .  .  . 

m+2 

.  .  .   (—1)    ^     — ,  (m2— 2«)  .  .  .  (m«-iii^2*)  )Äm-i 

Beide  Reihen  brechen  mit  dem  ^  ten  Gliede   ab;   die  Coefficienten 
y  and  h  können  wieder  mittelst  der  Formel 

2'-^COß''9>  =  cos'^gj+f-J  cos(r— 2)94-^9  Jco8(r— 4)9  •  •  • 


gefanden  werden;  es  ist 

■ 

32') 
r  ungerade 

9r  ' 

2r-l     L^ 

-0+ 1 

2    ^          ^ 

2    -^ 

'+••■ 

• 

..-f   Q)(r-2)2n+r2H 

*r 

V-2 

— 

(-1)-+!         r                        r 

3-x  32H+1  +  . 
r  — 1 

•       • 

•            • 

.  4-  (-1)    ^     (r-2)«»+i  +  (- 

-1)           r2"+l. 

somit 

9t 

=  C— 1)" 

• 

ys 

'-/CCD+»'D 

ffs 

'-^'"CO+G)'-+^) 

9i 

• 

-'TCO+CD^^+CD^-^ 

-7»-) 

•      t      •      • 

AMk.  4.  Xfttk.  1.  Fkji.   S.  KeilM,  T.  X.  ^' 
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Ä,  -  (-1)-+! 

^  -  '-=^(.0  -  CD  ^0 

*.=H^CCD-(D^-+CD'-") 


m--2 
.  .  .  +  (-1)    ^     (m-l)2"+Ü       folglich 

+ '^^^^-^  CCD + CD^ + >-) 


81  2« 


X 


m+2  


2  -^        ^2 

+  (m-l)«»)l  3 

"»  —  2*4- 
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-G-.-wCGJ-CD^O 


6!  2« 

8!  2«  '  ^ 

X  C  G)  -  G)  ^*' + CD^*'  -  (oO  >--) 

m4-2  

2     (m«-2»)  ...   (m»~yn--2^J 

m — 1  m — 1 

m  m — 2 

m  —  2ä  +  1 

oder  mit  Berttcksichtignng  von 


fw«~2«       1  r    2   ") 


m-)-4 
(m«-2«)(m«— 4»)        1   r~^~") 
"*  6!  2«^  "6^5-^ 

•      m+ß  >        35) 

(m»— 2«)(m«-4«)(m^-6»)       1  T    2    ") 
*"  8!  2^  "8^7 


(m«-— 2»)  .  .  .  (wt^— m  — 2 _)         1    i^m+1^       l/w  +  l\     ) 


w  yjn-lj'^  m\    2      / 


aach 

w-f-2 

^--[li-iQ)(I)+^-) 

13^ 
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-|(  ? ) C (D + G>+ O »-+ »-D  • 

m-f-2  m  — 1  m — 1 

■  ■  • + (-.<~  ^CD  (  ("-fO  +  C==i)  3- . . . 

jw  =  2Ä:  +  1 

m+2 

m-j-6 

2  ^^   2  2 

-        _^  -+1 


4.    Traasformation  der  Reihen    Ü2n  und  Tan-f.!. 

Die  wiederholte  Integration  der  Gleichnng  32)   zwischen    den 
Grenzen  0  nnd  (p  ergiebt 

m—2 
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2     tp 
/•__  _  fcosg)      cos  3g)  ,  cos  5g) 

m— 2 


C08(m^l)g)1 
•  •  •+(-1)  (m-1)«     J+^« 


2»      9> 

/*«»^  /     ixmT^^^^        COSSy   ,    COSSy 

J   ^^  —  (—ir  ["iSi p; — r  --^^r  •  •  • 

CT— 2 

1/     ^  ,""2"^  COs(m-~l)g)  I  g)2>*~2         rr  _?!l:l_ 

--•■•"  ^~^^  (iii-l)2»»    J  "T  ^«  (2n-2) !  "■  ^*  (2n-4)!  * 

...    +  (— 1)"  %.-2  If  +  (—1)"-^  U2h 

2jt4-l  jp 

sin  3g)      8in5g> 


/,«. ,         /    ^  V.  fs^^  9^       sin  3g)  , 


32n-|-l      1^  52n+l      *   *   * 

ro— 2 


2     sin(m — l)tp 


•  •  •   +f""^)  (CT~l)2«+iJ+^«(2n-l)!        ^«(2n-"3)!  * 


g,2n--l  (p2n- 


3 


v' 


.  .  +  (—1)»  14—1  fj  +(—1)"-»  Da.  9 

0 

.  .  .  +  (_1)»  ^^  «t  ^  (_i)»-i  2  ir2„  38) 


2i»4-l  9> 


Z^"'     -  (-1)-^-+»+  (da)!  CO' 


mnd 
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2n     g> 

^^^y=-- 2" [2!-  ""ir^»  + 6! y*  •  •  -J  ^ 


; 


2n+l   ip  41 

/*  mHd,       m«    -2«,     ,    (m»~2«)(mg^4») , 

7    ^^9>  -2'l2!--4r^«  + 6! ^*" 

0  n 

^=2 


Die  Grössen  y  und  4  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel  32')*, 
es  ist 


2r- 

0 


9 


2     9 

0 

•  •  •  +  ^^-^  -i5-J  +  -,+  (;::z2)i  •  •  •  +  KT^^J 

„     ,      /*  .  fsinr«        /^r"^  8ill(r— 2)9 

0 

...+C^)'-!=^]+[;,+g,...+  C^)] 

4     ^ 
«     1     /*  ,         cos  r(p  ,    /^r"^  cos(r— 2)<r 

0 

...+(?=.OT+[^+S-+('-ii)]' 


-2 

2ri 
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o 

("r— l")  comp]  ,   fl    ,    V.2J        1  v^ 

^    2   -^    1»»  J"t"  Lr«  ■»■  (r— 2)»  •  •  •J(2»- 

Lr*  ^  (r-2)*  •  •  •  ^-2~-^    (2a— 4) ! 
i     1^   [r*-»T^  (r— 2)«"-2  •  •  •  T^  ^  "2"^-'  ^  ' 

^    2  ^  12I.+1  J  "T  [r«  "T"  (r— 2)«    ••■T"  ^  2    -^J  (2n— 1)! 

[1  r^^  r  a2n^t 


2fi     9 


a^ 


200 


Rogeh  Transformationen  der  Potentreihen 


•  ••  + 


r»— IJ   1*  "*"  r»— 3J  3«'  •  •  +  r»J  (2n-2)! 

Kr  Li'"  L  _L"Ll      »^"~* 

r-l)  1«  +  rr-s")  3*-  •  •  "*"r*J  (2»-4)! 


f*  1  f*  1        I     7t 

+ (-1)"  rrr-o  p=^  +  C— ^  ^^^^^  ^ 


[(,-,)  .>.+  (;,_^) 


] 


2n-{-l     9> 

2»— 1  dr  ■=        /  COS»  tp  dtp 


0 


n 


=  (-1)' 


+ 


^    2  ^ 


1^  r 

"2 
r— 1 


P     r  1  r  J. 

Tr—l  J  I2n+l        rr~3^  32» 


+1 


1  I    (-1)     ^ 

52n+l  •  •  •     1"       ^?wf  1 


1 


TT-A^»»-! 


IC—)  ^    C— )  3'"  ■     *-*J  (2^;=i)^-  L2  J 


+(-1) 
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Ans   der   CregenfiberstelluDg  von  3d)  mit  40)  and  von  39)  mit 
41)  geben  nnii  die  folgenden  Gleicbnngen  hervor 


(2* -2)'.  (2n-4)! 

.  .  .  +(-!)•» ^^««+(-l)'*-»2Ü2n 

f^\n        »**— 2*       ,    (m>-2«)(m«->4«) 
""  2    \jt\  4!     ^'■*'  6!  y»  •  •  • 

III-I-2 

...  4"  (-1)    ^  ^  ((m»-2«) . . .  {m^^'ür::^))  y^.^ j 

(-1)-  ^8»+!+  (2;^!)! (^^  J       -  (2;^3r!  V2  J 


42) 


.  .  .  +  (-1(— 1  £^2h  ~ 


m«r^,        m«— 2»  ^ 
"  2   [2 !  IT"  ^3  + 

m4-2 


(m«-.2«)  (m*— 4»)  , 
6! ^« 


•  •  • 


.  .  .  +  (-1)     ^    ^-|  ((mS'-2»)  .  .  .  (m»-m-2«))  ^n»-i] 


43 


Die  nämlichen  Schlüsse,  welche  zur  Bestimmung  von  (72n+i,  T2n 
und  ^  führten,  gelten  auch  hier. 

Die  von  n  freien  Glieder  der  einen  Seiten  von  42)  und  43)  sind 
enen  der  andern  Seiten  gleich. 

Der  von  n  freie  Bestandteil  von  yr  ist 

r-—  rrr^A  12h  +    rr-3^  33n  •  •  •  +  ^2» J 


2'— 1 

L^    2 

jener 

TOD 

Xi  •  • 

.  (-1;" 

-1 

ys    • 

(-1)- 
•       2« 

■CD 

(— 1)«- 

i  rr^^-^j 
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ans  42)  folgt  daher 


(— l)'*-!        m^l        1  m~l        1^                    1        1 

y»«-i  •  •  •      2'»--2      rm-2^  12h  +  rm-A  ä«»»'    •  ■+"(m— iH      " 

m«  ri        m«— 2«  ^3-\ 

^^  T  [2! "  "iHt- (^1 J 


33n     -^ 


■^  61  2*  VV.2J  "*■ 

_  (mg-2g)(m»— 4«)(m2-6»)  ^"^7"^        L2 J       ^^^^ 

m-f-2  m  —1 

^2~  (m2-2»)  .  .  .  (m^-^T^')  r  rm-2'^ 


m-1 


r7/i-4^ 

m  —   2&  4-  1 


Der  Yon  n  freie  Bestandteil  von  8r  ist 


-2^IT"      (  r-1  j  12H+1        rr--3  J  32'»+i  ^   i^r— 5  J  5»*+i  *  " 


2 

r—1 
2" 


.  '  •  T^       r2n+l      J 

jener  von 
^1  .  .  .  (-!)*• 
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2« 


IW      (2/  32-f i  +  Vi/  52«+iJ 


.m  -1  *        m— 1 


m-2 


(-1)»    r(m-2)      fm^4)     1  ,    (-1)    ^    1 

0«»— 1  ...    ^^_,   L\    2    y— \    2    /  32nfi- •  •  ■r(,^— l)2»+ij 


aoB  43)  folgt  daher: 


_  m*  ri m^«  /3  V       (m»--2^)(m^— 4^)  //5\         \l) 

^2^^  —  2   L2I       41  2*  Vlj+      "     6!  2*  \\2)       32»+i 

_  (wi«-2«)(m»— 4^)(m«-6^)  //7\  _.  W^       vJ^ 

8!  2«  \V3/       32«H  +  52»fi  J  •  •  • 

2     (m«-~2»)  .  .  .  (m«~m~2')((^/»-2l 
••    "T-V— 1)  m!  2»-2  ^^2    ^ 

m — 1  m — 1  __Q 

^"2^^      +--?—      +(::::i^ \\  45) 

aS»         •••-!-         52n  •  •  •  T^     (;;i  _  l)2n  y  J  ^  *^^ 

Die  Relationen  35)  gestatten  noch  folgende  Schreibung 

mH-2  rn+4  /5\ 

-.(f)(c3)JJ)... 

in'-|-2  »»—  1 


Ihm 


.  +  (-1)     ^ 


1  A'+l\  (  (m-2) 
m\m—l)  \^     2 


+ 


3*"         ••  •  ^(m-l)2»^J 
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t    \     rj     /  \\o/         32H+1    l"52n+//     •   1  • 


7    '  ^^3^       32*+i^ö2»»+^- 


m-|-2  •  /m — 1\ 


m— 1  m — 1  ^2 

32ni-l  "T"     52n+l        *  '  *  "1"  (m-l;3»«+l 


47) 


5.    Transformation  der  Roihcn  V^n+i  und  /Sgnfi. 
Die  2n-{-l  malige  Integration  von 

2 

-y^  sin2(p— sin4<p4"ß9  •  •  •  +(—1)         siu(m— 1)9  = 

8in(p  +  ( — 1)         sinmcp 


2  cos 


9 


m+1 
^^  ""2~^       m-1 

2 sin— H— g>»    '»=-4flf-}-l 

m— 1 
^       cosy     «^^^-2^^^    m  =  4^  +  3 


1-^  sinV  +  ^^^^ jp -^ainV  .  .  . 


^-1 


. . .  +  (-1)       ((n—iy. "^^ 

wo 

m+1 
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wenn 
«od 

wenn 
ergibt 


m  «  4flf  +  3 


/•  ^  ,  rc0829       cos4cp    , 


cos69> 


m+1 


.  .  +  (—1) 


2     9 


2    cos^"'"^)^) 


s^] + i-. 


/*  r8in2<p       8in4^      si 

./   -^"^  =  -{-2*  4«    +" 


6*" 


»+-1 


. . .  +  (-1) 


3     ip 


2     gin(m— l)(p-] 


/rco829      C0845P  j^  cosGy 
jTd^  —  +  [-23  4»    "T"     6*      •  *  * 


. .  +  (-1) 


m+1 

2      C08(m— Dy]    ,   1  r^  ?*  _  Za 
(m-1)»    J+*^^2         2« 


/(^l)w4-i  rco82qp      co94(p  ,   cosGy 


m+1 


.  .   .+(-1) 


2       C08(m— l)<p 

— 1\2»+1 


+  2»  (2n)I       2»  (2n-2) 


•     •     * 


.  .  .  +(-1)"-^  p;5::r  2"!  +  ^"""^^   ¥^7^~ 


und 
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2n+l     if 

J   ^^^V=''  ^  2    (2n)  1       2»  (2»— 2)!  '  *  ' 

0 

•  •  •  ~  \    ■'■■'       2*"-'  2 ! 

»?o 2!  ~  *I«~i 4"i 1*  — r  •  •  • 


(f»-l)' 


,   ,    ,.2"    (^«-1«)  .  .  .  (ft«-p  -  2*) 


Die  i;  za  bestimmen,  dient 


(— 1)    2'— i8in(|»— l)^p8in>  —  8in((«— l)<jp  cosrg) —  L/C09(r  — 2)(p  . 

. . .  +  (-1)^        (^-l)  co82<H-(-l)^  i    (^)J 

-.  i[sin(,.-fr-l)9)-(j)8in(^+r-3)9)+(2)9in(f»-|-r-5)  .  .  . 

.  .  .  +(~1)      Ng/    8in(fi— 1)9  .  ,  . 
.  .  —  (p  8in(fi— r+l)<]p+8in(fi— r— l)9j  4 

es  ist  dann 

r 


(— 1)    2^1    sin(fi— l)<psin*"g)dg) — 

0 

/     1^4-1  rc08(fi+r— l)y       (r\  C08(f*+>'— 3)y 
^""^        L(f*+r -1)2"+*       M>'  (fi+r-3)2«+i 

.   C08(fi— r  — l)y" 
•  •  •  +  (^— ^— l)8n+T 

+  [^+r-l        ^l^'  fi+r-3  •  •  •  ^^-r-lj  (2n)  I 
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+ l ]?* 


n* 


Die  Vei^leichong  der  ^-.    enthaltenden   Glieder   in   4S)   ergicbt 

rsn^i;    der  öl  enthaltende  Bestandteil  von 

2n+2     q> 
1^-=     /  8in(fA— l)g)sin''g)d(p>         ist 

(_i)M-i+ 2  r         1         _  (r\  1 

•^^  L(»»+'-— 1)**-^        ^l'^  (,"+'■-3)2"-*    ■  •  ■ 

•  ••  ~Vr— l''  ö»— r-|.l)««-l"  +  (^t-r-l)*»-!  J 

daher  jener  Ton 
(-1)«»* 

(=1)!  r__i_  _  _V_  . LI 

*  •  •  •      2      Uf^f  1)*^»       (j»-l)2«->  ^  (|»-3)«— »J 

(_l)i.+i  r       1 \iJ  y'2'' 

**••••       2*       L(»*+3)*"-*      (i»+l)««-i"*"(/»-lj='"-i 
~  (^-3)*- »■*"  0»-5)*-M 

»»—1  C'*"^') 

(^1)"+^+  "2"  r       1 '^  1  ^ 

i|m— 1  .  •  •  2M-»  L(2f*  —  2)2"-i        (2ft  —  4)*"-' 


•    •    • 
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um  dieses  Glied  richtig  zn  erhalten,  muss  schon  vor  der  Integratio 
in  49)  r  »  fi  — 1  gesetzt  werden.  Schliesslich  ist  n-j-l  statt  n  g< 
schrieben: 

2^+1     __L_,  fi!i:l!v 


•••+(-1)      -^^^ — fe::5^r-*^ — x 


92H+1      ) 


5< 


(2fi— 2)2'»+i  *  •  •         22»+i 
oder 

[(2fA-2)2»»+i       (2^— 4)^"+* '  *  '        22»»+i 

fi-jH 2 —  ^ 

daher  ungerade. 

S2H+1  —  2r2«+l—  F2n+1 

Brunn,  August  1890. 
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X. 


Ableitungen  von  Identitäten. 

Von 

Franz  Rogel. 


Lftsst  sich  eine  Fonction  /(x)  in  eine  Reihe  von  der  F  orm 

az«'+ix^+*  .  .  . 

entwickeln,   so  Terschwindet  der    »te   Dififerentialqnotient   D^f{x) 
gleichzeitig  mit  x,  wenn  a  <^  r  ist 

Dieser  umstand  kann  zur  Ableitung  von  Identitäten   and  Dis- 
continiiitäts-Factoren  benutzt  werden. 

Functionen  der  genannten  Eigenschaft  können  ans  elementaren 
Functionen  am  wwfiy^hfften  anf  folgende  Arten  gebildet  werden. 


a)  Es  wird  das  Argument  jr  in 

durch  die  rte  Potenz  einer  zweckmässig  gewälten  Function 

ersetzt 

b)  Eine  Function 

wird  zur  rten  Poteuz  erhoben. 

In  jede.  Falle  kCn»»  nar  soicb».  Fobcüob^  in  B^^ 
koDiiDen,  dm.  h6hei«  JlWeitmigen  «ch  »d^pesd^t  darsveüeu  i^ 
Ii>sbe«>»len  «M  die  K««teU*  d^  AV-/««?«^«  4^  P^^^x*^^ 
Faaetioae«  eifatdat. 
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Die  Aaswal  ist  daher  eine  beschränkte,  da  nur  die  independenten 
Dartelluugen  der  höheren  Ableitungen  von 


a-m^     (c«')»-,     (8inaa;)%     (cosox)»*,      [/(l-f  x))% 
bekannt  sind. 


fix) 


(x— o)  ...  {x — A) 


Es  folgen  nun  Ableitungen  bemerkenswerter  Identitäten. 

1. 
Es  sei 

[(l+x)-»"— IJ'  =-  a.tr-\-  ...  = 

=  (1+x)— »■  -  (j)  (l+x)— (^-»)  +     . . .  +(-l)»-i  (l+x)-»»+(  -  ir 

dann  ist 

D^'d-^x)-^  =  (-l)"n!  (""^   )  (!+:/•)-*-»'     und 

x=0  ^* 

Es  ist  nun 

wenn  n  <^  r  und  nach  leichter  Reduction 

. .  ■ +<-«•  iL,)  ("+r) + <-«-  c :,)  ("t" )  -  0 

n<r     (1) 
2. 


Die  Annahme  von 


X    ,     X* 


ergiebt 

somit 

'»  -  ([)  (r-l)"H-  Q  (r  -2)«  -+  .    .  4  (-1)"  (.12)2" 
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Dieses  Resultat,  welches  der  Verfasser  auf  anderem  Wege  be- 
reits abgeleitet  hat  (s.  „Ein  Discontinuitätsfactor",  Archiv,  1890, 
pag.  3S4)  hängt  mit  der  Lehre  von  den  Facnltäten-Coefflcieuten  eng 
znsamnieu. 

Ist  nämlich  in  dem  linksseitigen  Ausdrucke  n  ^  r ,  so  ist  der- 
selbe von  dem  mit  r!  multiplicirten  Coefflcienten  Cu-r~^  der  Potenz 
•I— »*  der  Entwicklung  von 

nicht  verschieden.  Dem  Falle  n  <C.r  entspräche  ein  Coefflcient  mit 
einem  negativen  unteren  Zeiger,  einer  vor  fi^^  stehenden  Potenz 
angebörend.  Das  Nichtvorkommcn  einer  solchen  stimmt  daher  mit 
der  Tatsache  des  Verschwindens  des  gefundenen  Ausdruckes  voU- 
ftommen  überein. 

3. 
Die  binomische  Entwicklung 

(y  ^l)r^yr^Qyr^2^    .    .    .   +(-1)^ 

ZU  Grunde  legend,  sei 

y  sBs  ßkarcainx 

SO  ist  wieder 

Z)«(y  — l)r  =  0,      n  <,r 

Die  höheren  Ableitungen  von  Potenzen  von  y  sind  mit  Zuhilfe- 
nahme der  bekannten  Entwicklung 


wo 


daher 


^'*+'  =  (n  +  l){n  +  2)  ^" 


k 
^  =  1  ^1  =  1 

k^  k 

^»  =  21  -^8  =  3t(^*+l2) 


Jt« 


14* 
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leicht  zu  bilden.    Die  Fälle  eines  geraden  and  ungeraden  n  trennend 
ist 


a)  jy^iyr)  -  (Ä:V+2v-2«)(Ä:V+2v  -4«)  .  .  .  (ifcV) 
demgemäss 


(Ä:V  +  2v-22)(Ä:V+2v-42)  .  .  .  ifcV« 

+(  -  l)"-*  (^  1 1)  (A:n2+2i^^2«)  (ifc»l«+  27^«)  .  .   .  ife«l«  -  0 

n<r    (5). 

b)    D^^(yr)  -  (Fr2+2^;^«)(JfcV«+2ir^5«)  ...  (Ar  r) 

somit 


(^V+2v,— 3«)(ifcV+2v-5»)  .  .  .  ifcV« 

-  («)  (Ä:«r^«+27^*){A;»rn;«+j;^^*)  .  .  .  *(r-l) 

+  (p(ifc«i^^*+2iri:3«)(ÄV^^*+2ir:^«)  .  .  .  Ar(r-2) 

+  (  -ir  (^1  2^  (ifc»2*  +  27^*)(&»2«+2i'^«)  .  .  .  (2*) 
+(~l/-i(^  J^^)(fc«l2  +  27^»)(ifc«l«+2;t^^*)  .  .  .  (U)  (3') 


4. 

Für  y  =>  sina;  ist 

a)  r  =  2m-}:sin2'«a;  =  2-2m+i(J  (^J*)  -  (J|^^)  C082x+  .  .  . 

/27ll\ 

.  .  .  +(— 1)'"Vq  yco8  2ma;)    (m  eine  ganze  pos.  Zal) 
daher,  wenn  n  gerade, 
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oder 

('S*)«"  -('?)^-+- . . .  +(-i)-^C::i)i»-o 

n  <  2w    (4) 

b)  r  »  2m  - 1  (m  eine  ganze  pos.  Zal) 
^q2m— 1  ap  ^  2-^»-sC  (  )  sin»  —  C   *"   o  )sin3r  .  .  . 

.  .  .  +(-1)— »(^Q"^0"n(2»-l)«) 
daher  bei  an  geradem  n 

+{ - 1)—*  crr/)  1" = ö « <  2^  - 1  (4') 


5. 
Bekanntlich  ist  fttr  reelle,  sonst  beliebige  fi 


COSfi 


ti  —  1  — ~8in*u-| ^ , Bin*M  —  .  .  . 


21*- r         41 


daher,  n  gerade  Toranssetzend,  mit  Benutznng  der  bekannten  Nall< 
werte  von  Z>*sin2^»: 


n 


{Z)"C08fiii}o  —  ^••cos  (f*«*+W2  )  =  (—1)     i^" 

und 

+  ^•"••-'^'-Jr*'"-'-'''  a-'  (Q)  *-  O  3-+  d"»»- 

-  (|)  !•)+•.•  +  J-,C'(l'«-2')  ... 
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■  ■ .  (P--.-^-)2-  ( O  {;)'  -  Q)  (^0 +- . . .) 

(n  gerade)    (5] 
6. 

sm fiu»  T-sinw — ^- — öij — sin^M-j ^-^ sin^u —  .  .  . 

Ein  angerades  n  voraasgesetzt  ist 


C7C\  2 

fiu-]-n,jJ   =  (—1)  fi**  COS  flu 

und 

f«»  =  ^  1»-  Ji  (M''-l')2-2(3»-(p  1") 

-  ^  ^(^«-1«)(^*-  3»)  (,♦»-  5»)2-6(7»-  (J)  5»  +  (P  3» 


n— 1 


-  (Pl")+  •   •  •  +(-1)    ^     ^  Kf*«-1«)  (j**-3»)  .  .  . 

.  . .  (^»-^^=2»)2-"+>  (^»»  -  Qj  („_2)"  +  Q)  ^^^Ti«  .  .  . 

n — 3  /_        \  ""  ^  /  \ 

..  +  (-1)     ^    (?J^J3«+(-.l)    ^    h-ljl« 


(n  ungerade,  n  beliebig        (6 


7. 


Binu?A       u  ufu*  — 2*)  1 

Nun  kann  anch  geschrieben  werden 

sin  flu 


COSm 

Ferner  ist 


Bin  flu.  sec  u 


sec«  =  H-^«u«  +  |V+...     (-J<„^+?) 
daher 
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{Z)2r  secttjo  =  Vir 


QQd 

{Ißr-l^ecu}^  «  0 

somit  bei  ungeradem  n 
(— 1)  Z>»*(sinf*i*.8ect«) 


+  C  ll)  ^  tH.1  =  ^  .  1-  -  ^  fi(^*  -2«)2-  2(3n  -  (J)  1«) 

-  }-j  ^(fi«-2«)(^^-.4«)(^*-6*)2-6(7n  -  (J)  5"  +  Q)  3-  -  (3)1") ... 


2     1 


n — 3  . 


n— 1 
+  {-l)    ^ 


H  ^" 


(7) 


Wenn  fi  eine  gerade -Zal  <«~2  ist,  so  bricht  der  Ausdruck 
rechter  Hand  früher  ab,  was  übrigens  auch  bei  der  Formel  (5)  statt- 
findet.    In  diesem  Falle  ist  aber 

,    2      ,  sinuf«        .  .   «     I     .   K 

(—1)  I — ^— =  sinu— sinStt+smott  .  .  . 

C0St6 

.  .  .  +(-1)    ^     Bia((i-l)u. 
daher  bei  nngeradera  » 

.   .  .  +(-1)   ^     (f»-l)") 
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and  durch  Vergleich  mit  (7) 

.  .  .  —  ^^(^^3)  tm-8  +  (,,l.i)f*^H-il    [n  ungerade) 


(8) 


Bemerkenswert  ist  die  Aehnlichkeit  dieser  Formel  mit  der  Daniel 
BernouUi 'sehen  für  die  Potenzreihe  der  ganzen  Zalen,  nur  treten 
hier  die  Eni  er 'sehen  Zalcn  oder  Socantencoefficienten  r^,  T4  .  .  . 
an  die  Stelle  der  BernouUi'schen  Zalen  B^^  B^  ...    Die  linksseitige 

alternirende  Potenzreihe  zählt  o~>  die  rechtsseitige  endliche  Reihe 
"^  Glieder. 


Ist  ^  >  n-{-l,  SO  kann  der  rechtsseitige  Ausdruck  als  Summe 
der  Potenzreihe  angesehen  werden.  In  der  Formel  (7)  liegt  für  die- 
selbe ein  gleichwertiger  die  Eul  er 'sehen  Zalen  nicht  enthaltender 

n+1 
Ausdruck  mit  — s—  Gliedern  vor. 


Wenn  jedoch  ^  <  n-{-l  ist,  kann  die  Potenzreihe  als  Summen- 
Ausdruck  für  die  rechtsseitige  endliche  Beihe  gelten. 

Insbesonders  für  /n  »  2  wird 

•+(„"l)2'^H-i  =  l  (9) 

und  f ür  ^  =  4 

4'»  -  (2)4-^-.+  04-*r,-  .  .  .  -(„13)43..., 

+  \n  ~i)  4th-i +1  —  3"    (n  ungerade)  (10) 

Ist  ^  := und  V  eine  ganze  Zal,  so  ist 
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-  (-t^  -i)"-  (^-3)"+- . . .  +5-3-+1"    (11) 


8. 
^^ -•  1  _  elril!  8in«« + L  (^.  _  1«)  (^»  _  3.)  sin««  -  + 
Unter  Yoranssetzang  eines  geraden  n  ist  dann 


daher 


,^  cos  M  ?<  ^    . 

CO8M  '^  ^ 


"  —  (2)  """'**+ (4) '*"■''*-+••• 

-  |l(l»'-l')(o)2->+^(ft*-l*)(f'*-3*)2»-«((o)  ^--G)!") 
|-,(,.«-l«)(^»-3«)  (^«-5*)2»-6((J)  3»-  (5)2»+  Q  1») 
|-j  (l»*-l^ (f**-3») ((i»- 5») (,i* -  7»)2»-7  X 

x(Q-G) '"+©-© '")+••• 

-  • '  +^!(''*-l*)(»'*-3')  •  •  •  (l*'-^^^*)2> 

X  (ö(0"- 0(^7+ G)(==*r -+...)..(-. 

Es  ist  wieder 

1  2        cos  fiu 

2^5^  +(-1)  ä-COS«  =  CO««-C08S«  +  C085«-+  .    .    . 

.    .    .+(—1)  C08(m-1)« 
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somit  nach 'wiederholter  Differentiation  für  «*  =0  und  n  und  ti  i^e- 
rade: 

!»•  -3^+5«  .  .  .  +(—1)^        (fi-1)" 


n  n 


(13) 


u-4-n 

In  dem  Falle  eines  geraden     -  \r-  enthält  dieser  Ausdruck  kein 

von  fi  freies  Glied.  In  Verbindung  mit  der  Formel  (12)  entsteht 
für  die  Summe  der  Potenzreihe  ein  die  Euler'schen  Zaleu  nicht  ent- 
haltender Ausdruck. 


9. 

2 

Wird  nach  a)  in  der  hyperbolischen  Function    ^ttt«  y    durch 

log(l+:r)  ersetzt,  so  entsteht 


worin  Tj,,  T4  .  .  .  die  Euler'schen  Zalen  bedeuten. 

Es  ist  ferner 

1+x 


daher 


"2  +  2a;+x^ 

Sil 

1    T' 

3:r 


\iB  —  Cjj        o;  —  Cj/ 


nnd  für  a  =  0 


1 
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n+1  3 

(sin  j(n+l)7r4-2  sm^w^rj 


2 


=  2  sin  Trw  +  l)7i4-2   sinTn^r 


andererseits  ist  allgemein 

somit 

l?>[l08(l-hr)]o»'-(-l)>-^(p^^)^":^V-"l)n 
mithin 

TjC^_2"  — T4  6W-4+»^«^«-.6** h    •    •    • 

n+1  3 

[3  2       3 

sin  T(w  +  l)7i-f  2   sin  7 

Der  rechtsseitige  Ansdrnck  ist 

a)  für    »  =  4v,  =^2-(2r+i) 

b)  „     n«4v  +  2,        =+2H2n2)fl+(-l)^'+U] 

c)  „      n « 4v  +  l,        -=  (--i)r2-(-'H^) 

d)  „     n  =  4v+3,        =  (-l)v2-2^'+i 


10. 
Dieselbe  Substitution  in 

^sriri--i-2+'2T2'  -4!^+-"-  •• 

gemacht,  liefert 

1<«Ü±^  =  1_  jlog(l+..)+fUlog(l+x)]*-  fKlog(l+x)]^+  .  . 

Nun  ist 

log(l  +  *)      1      *^  j_  ^^      *^ 
S^  ^■"2  +  3""4'' 

daher 

Jo        ^       '  n+l 


X 


folglich 

^,C«-.«»-i?2C;.-4"+^3C'n-6"  ...  -  i^J  (n-1)!  (15) 

Brflnn,  8.  Januar  1891. 


220  MUeeUen. 


XL 


Miscellen. 


1. 

Momentane  Variation  der  Eekensamme  bei  Deformation  des 

regrelmftssigren  Tetraeders« 

In  dem  Aufsatze  (S.  102):  „Relation  der  Flächen winlsel  des 
Tetraeders''  —  ist  (S.  108)  bewiesen,  dass  die  Snmme  der  Gosinns 
der  6  Flächenwinkel  für  das  regelmässige  Tetraeder  ein  Maximum 
ist.  Die  beiläufige  Folgerung  daraus,  dass  die  Snmme  der  Flftchen- 
winkel,  mithin  auch  die  Summe  der  4  Ecken  ein  Minimum  sei,  ist 
unrichtig.  In  der  Tat  ist  das  Differential  der  letztern  Snnune  stets 
null;  die  übrigen  Bedingungen  des  Minimums  hingegen  sind  nicht 
erfüllt.  Hieraus  ersieht  man,  dass  sich  das  ganze  System  der  mög- 
lichen Variationen  in  Bezirke  teilt,  in  deren  einigen  jene  Grösse  ein. 
Maximum,  in  allen  übrigen  mit  Ausschluss  der  Grenzen  ein  Mini- 
mum ist. 

Um  diese  Bezirke  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  den  Flächen— 
winkeln  x  des  regelmässigen  Tetraeders  ans  und  geben  ihnen  dis 
unendlich  kleinen  Incremente  a,  /?,  y,  ^,  e,  (;.  Die  Gosinns  der  ver- 
änderten Flächenwinkel  sind  a,  5,  <?,  d,  e,  f.  Entwickelt  man  einera 
derselben  bis  auf  2.  Ordnung,  so  kommt: 

o  =  i(l  — 2v'2.«-J««) 

Ein  Prodnct  von  ^  solchen  ist  daher 

ahc...^  3-«{l-.2V2(a+/5-|-y+  . .  .)-i(««-|.|?«  +  y«+  ...) 

+  8(a/J  +  «y  +  i?y+...)} 
Führt  man  diese  Werte  in  die  Relation  der  Gosinns  der  6  Flftchen- 
winkel  (S.  103.  Gl.  (2))  ein  und  setzt 

(T  =  «  +  iS+y+d+£+J;  (19) 

;f  =  «|3+ay+a£+aJ;+i3y  +  i36+/Jf+yÄ+y:£+a«+«t+fJ 
Q^  a^-f  ßc  +  yf 
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81 
8o  kommt  Bach  Maltiplication  mit  t^: 

— 4V2 .  tf+3T+47r  =  0  (20) 

Nun  ist  aber 

tf*  —  T+2(w  +  p) 

Eliminirt  man  tv,  so  ergibt  sich: 

4y2tf  =  T-4^  (21) 

da  zufolge  61.  (20)  c  von  2.  Ordnong  ist,  also  a^  nicht  in  Rechnung 
kommt.     Die  £cken8amme  ist 

S  -  12«+20— 8R  -  (12x-8R)+^^^ 

for  das  regelmässige  Tetraeder 

5o  —  12X-8R 

folglich  ist  8q  ein  Maximum  für  alle  Variationen ,  wo  t  —  4^  <  0, 
ein  Minimnm,  wo  t  —4^  >  0  ist;  keins  vou  beiden  kann  es  nur  an 
der  Grenze  t  ~  4^  -»  0  sein. 

Die  Bedingung  des  Maximums  ist  also 

(«*~4«»  +  d-')+(i3»-4i5£  +  £«)+fy«-4y{;+t«)<0    (22) 

Die  Grössen  sind  in  1.  Ordnung  durch  die  Gleichung  a  =  0  von 
ÖBsnder  abhängig.  £liminirt  man  i^  so  kann  man  die  Bedingung 
(^)  folgendermassen  schreiben: 

(y  +  Jlf)H  A  (,_2.)«~i:  <  0  (23) 

wo 

I,  -  a+Ä-f.5/5;    jf«  J(a+d+/?  +  f) 
S^tzt  ist.    Fflgt  man  noch  die  Abkürzung 

lunzQ,  so  erhält  man  folgende  Bedingungen  des  Maximums : 

L    ^>0;      IL    Z-  2V3Ä^<  6<  JL  +  2V3Ä: 
III.    •-'M^VN<,y  <,-  M+VN 

Ist  eine  derselben  nicht  erfüllt,  so  ist  Sq  ein  Minimum  mit  der  ein- 
zigeo  Ausnahme: 

n'^O-,       y  -^  -M±VN 

Hiernach  kann  man  a  und  ß  willkürlich  annehmen  und  findet  dann 
oach  einander  d,  e,  y  begrenzt,  endlich  für  {;  einen  Wert,  jedes  von 
den  vorhergehendon  abhängig.  R.  Hoppe. 
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2. 
Qiiadrable  Cylinderfittchenstflcke. 

In  Winter's  Lehrbuch  der  Stereometrie  ist  unter  die  elementar 
messbaren  Figuren  auch  das  sogenannte  Cylindordreieck  aufgenom- 
men, d.  i.  ein  Stück  einer  geraden  Cylinderfläche  begrenzt  von  2 
Ebenen,  die  sich  in  der  Axe  schneiden,  und  von  denen  die  eine 
normal  zur  Axe  ist,  und  einer  Cylinderseite,  die  auf  letzterer  Ebene 
von  der  Schnittlinie  einen  Quadranten  abschneidet 

Zunächst  ist  das  so  bestimmte  Dreieck  nur  der  einfachste  Fall 
eines  allgemeinern  Flächenstücks,  welches  dieselbe  Eigenschaft  der 
Viviani'schen  Figuren  hat,  dass  es  sich  aus  gegebenen  Strecken  mit- 
telst Zirkel  und  Lineal  in  ein  Quadrat  verwandeln  lässt:  beide  Ebenen 
können  beliebig  schräg  und  das  Flächenstück  kann  durch  beliebige 
Cylinderseiten  begrenzt  sein. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Beschränkung  auf  Ereiscylinder  faUei^ 
lassen  und  Classen  von  Cylinderilächen  auf  algebraischer  Basi^^ 
suchen,  auf  denen  Viviani'sche  Vierecke  von  2  Ebenen  und  2  CyliiL  ^- 
derseiten  begrenzt  werden. 

Die  Schnittlinie  beider  Ebenen  sei  Axe  der  y,  die  »  Axe  hat^^ 
die  Richtung  der  Cylinderseite  normal  zu  den  y,  die  Gleichnng^s 
der  Ebenen  seien: 

Bezeichnet  dann  s  einen  Bogen  der  Basis,  so  ist  das  genannte  Viereek : 

V^ic  —  c^)  jxda  (1) 


Setzt  man 


80  wird 


t-\(r^  ''' 


dx 


also 
y 


=K"+D 


(3) 


\f (:■->'    ^-^/(•+y"-      '* 


= ©"^ 


Sei  14  =  (  - 1  ;  dann  kommt : 


-^{ri^G)"-r^.©>--        '' 


K^) 
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Von  den  Werten  für  fi  sind  zunächst  ft  «  iL  1  und  +  2  aus- 
blossen,  für  welche  bzhw.  y  oder  V  transcendent  wird.  Für 
:ioDale  fi  werden  beide  transcendent.  Damit  V  sich  construiren 
t,  darf  auch  ein  rational  gebrochenes  ^l  im  Nenner  nur  Factoren 
iben.  Setzt  man  — ^l  statt  fi,  so  geht  nur  y  in  —  y  über.  Da- 
kommen  nur  Werte  von  der  Form 

u  =»  m.  2-»* 


«r 


anze  positive  m.  und  n  ^  0  mit  Ausscliluss  von  (1  =  1  und  2 
Betracht. 

Da  2  —  Zj  nur  mit  x  verschwindet ,  so  können  dreieckige  V  nur 
r  tt<  1  existiren.  Für  ji*  >  1  lässt  sich  Fnur  durch  2  Cylinder- 
nten  begrenzen.  Ist  aber  1  <[  fi  <1  2 ,  so  erstreckt  sich  zwar  V 
tei  verschwindendem  x  in  der  y  Richtung  ins  Unendliche,  behält 
ledocb  immer  einen  endlichen  Inhalt ,  dessen  Grenzwert  als  Inhalt 
eines  Dreiecks  von  2  unendlichen  Seilen ,  die  sich  asymtotisch  ein- 
ander nähern,  zu  betrachten  ist,  während  eine  beliebige  endliche 
Cylinderseite  die  dritte  Dreiccksseito  bildet. 

Die  2  Constabten  in  den  Ausdrücken  von  y  und  V  sind  im  all- 
gemeinen, d.  h.  im  Fall  des  viereckigen  F,  durch  Subtraction  der 
2  Werte  als  eliminirt  zu  denken,  welche  den  zur  Bestimmung  der  2 
CylinJerseiten  gegebenen  x  entsprechen. 

Ist  fi  <^  1 ,  so  bieten  sich  3  feste  Begrenzungen  zur  Aus- 
wahl dar,  nämlich  a;  «=  0,  dy  =  0  und  y  =  0.  Nimmt  man  x  ==  0 
^  einer  Grenze,  so  fallen  die  const  in  Gl.  (5)  (6)  weg.  Nach  Gl. 
(2)  wird  8y  «  ü  für  M  =  1,  d.  i.  -«:  =-  a.    Hier  ist 

^Jes  ist  Minimum  von  y^  weil  y  von  0  bis  zu  diesem  negativen  Worto 
%enoirmen  hat.    Nach  Gl.  (5)  wird  zum  zweitenmal  y  —  0  für 


X 


^^^  gleichzeitig 


mr ' 


Für  fi  >  1  kann  weder  x  noch  y  null  werden.  Nur  dy  =■  0 
^^t  sich  zur  festen  Bcfjrcnzuiig  dar.  Nimmt  man  dann  den  Basis- 
nkt  «  «  o  zum  Nullpunkt  der  y  und  F,  so  wird 
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itUeäUn. 


Die  bisher  betrachteten  V  bleiben  qnadrabel,   wenn    man   die 
Ebenen  parallel  verschiebt.    Ihre  Gleichungen  mögen  ^erden: 

Die  ^  bleiben  unverändert,  die  V  gehen  über  in 

wo  s  immer  gleichzeitig  mit  y  construirt  werden  kann;   denn  man 
hat  nach  Gl.  (3): 

Ausser  der  Form  (2)  bieten   sich  leicht  folgende  4  SpecialfiUIe 
dar,  für  welche  V  quadrirt  werden  kann: 


h 

dx 


V 


A+*      "+1 


a 

4       X 

Vax  +1'     «' 


X 


Va«— 


B.  Hoppe. 
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0>  A>-1 
Ä*  aaf  der  Yerläugerung  von  BC  über  C  hinaas,  fttr 

-1>   il>     -00 

auf  der  Verlängerung  über  B  hinaus-,   den  Werten  iL  und    —  il  ent- 
sprechen zwei  Punkte  A\  welche  in  Bezug  auf  B  uno  C  conjugirt 

barmoaisch  sind,  den  Werten  iL  und  t  zwei  zu  B  und  C  symmetrisch 
liegende  Punkte.    Entsprechendes  gilt  für  die  Lage  von  B'  und  C^. 

Bezeichnet  man  den  irgend  einem  Werte  von  iL  entsprechenden 
Punkt  des  Brocard' sehen  Kreises  mit  Oa,  so  ist  0^  der  Mittelpunkt 
ffdes  Kreises  ^Bc;  O-i  der  Grebe*sche  Punkt;  O^  ist  der  erste 
and  0^  der   zweite  Brocard'sche  Punkt-,   die    Punkte   Ox  und   O^ 

iegen  symmetrisch  zu  HK^  die  Punkte  ox  nnd  O^x  liegen  auf  einer 
iorch  ly  (Pol  der  Geraden  O^Oco  in  Bezug  auf  den  Brocard*schen 
Kreis)  gehenden  Geraden.  Sämtliche  Punktepare  Ox  und  O-x  bilden 
ein  InTolntionssystem  auf  dem  Brocard*schen  Kreise  mit  den  Doppel- 
vn  00  und  O^. 


Die  Beziehung,   welche  zwischen  c  (oder  cot^)  und  iL  besteht, 
ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.    Es  ist 

—  cot^ 


.  _  A^       AqC  —  A^A'  __  \a  —  A^A^^Qid^  _  2A^A^ 
"  BA'  ""  BA^-^-AqÄ'  ""  la-^A^A^  cot^  ""      " 


2A;:i;+'"'^ 


Nttn  ist  TTj—r  derjenige  Wert  von  cot^,  welcher  dem  Werte 
entspricht;  bezeichnet  man  diesen  Wert  mit  cot^o,  so  ist 


COtOp-COtO  1-i 

— T^ — i ^     'IDd      COtiT  ■=»  ^    ,    , 

cot^o+cosd  l-}-A 


wd  weil  ^0  der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks  ABC  igt, 
cot  ^  —  -^-^^(cota  +  cot/5+coty)  «  ^XTi' — 4^ 

^orin  ^/  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet. 

Für 
^ebt  sich  hieraus: 
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§  43.    Wir  DDtersQchen  zunächst  den  Kegelschnitt  {BC)  and 
illen  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  desselben  auf.    Setzt  man 

B'B^  =  h.CB' 

sind  die  Entfernungen  des  Punktes  B«  von  BC  und  AB 

C5'(8iny— ifcsin[y-f  ^])    und     CB'(Asina+ifcsin[a  -  ^]) 

e  Gleichung  von  DB^  in  trimetrischen  Coordinaten  ist  also 

at,(i8in«+A;sin[a  — "^J)  —  arg  (siny  — A:sin[y-1-^])  *="  ^ 
inso  findet  man  als  Gleichung  von  CCy, 

ar,(sinß  — ifc8in[a+^])  — a:,(Xsin/?+ifc8in[/5— ^])  =-  0 

I  gesuchte  Gleichung  des  Kegelschnittes  (BC)  ergiebt  sich  durch 
nination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen.  Man  erhält  zu- 
hat 

i*8in*«([l  +  X]  cot^  -  [1  —  A) cot«) 
t^sSin/Ssin y([l  +  A] cot^  -  cot j84- Acot y) 
\x^%m  /sin  « {ooiy  —  cot  a) 
r|ar|8ina8inj9(coto  — cotj?)  —  0 

wenn  man  jetzt   die  Winkelfunctionen   durch  a,  &,  c,  ji  aus- 
(1  —  l)  a* x^  -  Z>c(6*  —  A«*)  Xi X3  —  ca  (c*  —  o*)  av, x-^ 

ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  (BC).     Sie  bestätigt,   dass 
ilbe  dnrch  die  beiden  Punkte  B  und   C  und  durch  den  Punkt 

iht,  dessen  Coordinaten  ^>  p*  ^'  ^^'^^'    Nehmen  wir  A  als  ver- 

rlich   au,   so   stellt  die   Gleichung   (I)   ein  Kegelschnittbüschel 

1  die  Punkte  B,  C,  D  und  einen  vierten  Punkt  Da  dar,  welcher 

^re  noch  zu  bestimmen  ist.    Zu  diesem  Zwecke  setze   man  in 

inmal 

A  =  A],    sodann    A  =  A^ 

rahire  die   zuletzt  erhaltene  Gleichung  von   der   ersteren   und 
Lire  durch   A,  —  A^;  die  sich   nun  ergebende  Gleichung  verbinde 
mit  (I),  und  mau  erhält 
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dalier  anch  senkrecht  anf  G^,  and  so  wie  die  unendlich  entfernten 

Winkeigegenpankte  von  W  and  W"  die  Richtungen  der  Achsen  der 

Kegelschnitte  (BCU  (CA)^  (AB)  hestimmen,  bestimmen  sie  auch  die 

BichtoDgen  der  Achsen  desjenigen  Kegelschnittes,  welcher  die  Wiukel- 

gegenpunktcurye  der  Geraden  G^  ist.      Dieser  letztere  Kegelschnitt 

ist  tber  nach  nach  §  34.  derjenige,  dessen  Asymptoten  den  gemein- 

nmen  Tangenten  des  zugehörigen  Parabeltripels  parallel  sind;  seine 

Achsen  haben  daher  dieselbe  Richtung  wie  die  Halbirungslinien  der 

^on  diesen  gemeinsamen    Tangenten   gebildeten   Winkel.     Daraus 

schliesst  man: 

,,Die  Achsen  der  Kegelschnitte  (^C),  {CA),  (AB)  sind 
„den  Halbirungslinien  der  Winkel  parallel,  welche  von  den 
„beiden  gemeinsamen  Tangenten  der  Parabeln  (be),  (ca), 
„(ab)  gebildet  werden^^ 

!  47.  Jeder  der  drei  Kegelschnitte  (BC),  (CA),  (AB)  wird  für 
drti  bestimmte  Werte  von  k  zu  einem  Linienpar.  Für  den  Kegel- 
«chnitt  (BC)  tritt  dies  ein,  wenn  B'  auf  BD  oder  C  auf  CD  liegt, 
oder  wenn  die  Büschel  B(Bv)  und  C(Cv)  die  Gerade  BC  als  gemein- 
Mhtftiichen  Strahl  enthalten.    Im  ersten  Falle  ist 

Onrch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (I)  erhält  man 

der  Kegelschnitt  artet  also  in  das  Linienpar 

a^Xi  — c^Xq  ■—  0 

<L  b.  m  die  beiden  Geraden  BD  und  CDa  (§  43.)  aus.  Im  zweiten 
faU6.i8t 

a* 

^d  man  findet  wie  vorhin,  dass  der  Kegelschnitt  in  das  Linienpar 
^^  und  BDa  ausartet.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  BC  von  B'O 
uid  C»o  in  zugeordneten  Punkten  getroffen  wird.  Aus  ähnlichen 
decken  findet  man,  dass  dann 
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ist,  und  also  A*  auf  AK  liegt.    Durch  Einsetzen   des  Wertes  von  l 
erhält  man  aus  (I) 

und    man  erkennt  hieraus,  dass   in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt 

(BC)  in  das  Linienpar 

a?!  «  0 
und 

d.  h.  in  die  beiden  Geraden  BC  und  DDa  ausartet. 

Entsprechende    Resultate   ergeben  sich    fttr   die   Kegelschnitte 
(CA)  und  (AB), 
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bei  Involutionen  höherer  Ordnung  weiter  geführt  und  es  ist  ihm  g 
lungen  eine  sehr  befriedigende  Theorie  der  algebraischen  Cunrc 
darauf  zu  bauen. 

Wenn  auch  in  dieser  Weise  dem  Begriffe  der  imaginären  Punkt 
eine  geometrische  Bedeutung  gewissermaassen  zukommt,  so  kann  da 
Gebilde,  welches  unter  dem  Ausdruck  eines  imaginären  Punktes  z 
verstehen  sei,  doch  sinnlich  nicht  beobachtet  werden. 

Es  will  mir  jedoch  scheinen,  dass  dieser  Mangel  nur  in  de 
Beschränktheit  der  bisher  üblich  gewesenen  geometrischen  Ai 
schauungen  seinen  Grund  findet,  wie  ich  im  Nachfolgenden  ii 
Grundriss  darzulegen  hofife. 

Zu  den  hier  mitgeteilten  Ergebnissen  wurde  ich  durch  die  vo 
Hamilton  aufgestellte  Theorie  der  Quaternionen  geführt.  Es  m 
mir  deshalb  auch  gestattet  den  Gedankenlauf,  welchen  ich  bei  de 
Beantwortung  der  in  Rede  stehenden  Frage  befolgte,  im  Licht 
jener  Theorie  mitzuteilen. 

1.  Wenn  unter  a,  ß  Vectoren  verstanden  werden,  so  hi 
Hamilton  bekanntlich  für  Ausdrücke  von  der  Form 

Definitionen  aufgestellt,  welche  hier  kurz  wiederholt  werden  mögei 

1^.    Trägt  man  von  dem  Endpunkte  des  Yectors 

a  -^  OA 
aus  einen  Vector 

AB'^ß 

ab,  so  ist  unter  a+/?  der  Vector  OB  zu  verstehen; 

2*.  a  —•  ß  ist  ein  Vector,  welcher,  zu  ß  addirt,  «  als  Sumn 
ergiebt; 

3^.  Die  Gesamtheit  der  Operationen,  welche  erforderlich  sii 
um  den  Vector  a  in  den  anderen  Vector  ß  überzuführen,  —  d. 
die  Drehung  der  Vectoren  in  der  Ebene  der  beiden  Vectoren,  b 
derselbe  in  die  Richtung  des  zweiton  angelangt  ist,  verbunden  m 
der  erforderlichen  Verlängerung  oder  Verkürzung  —  wird  mit  de 
Symbole  ß:a  bezeichnet; 

4^.  aß  ist  das  Product  der  beiden  rechten  Quaternionen,  dere 
Indices  den  beiden  Vectoren  a,  ß  gleich  kommen. 

Die  erstere  dieser  Definitionen  führt  weiter  zu  dem  Begriffe  d< 
Symbols  xa^   wo   x  eine  ganze  arithmetische  Zahl  bedeutet    Aa< 
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ia  dem  Falle,  wo  der  Grösse  x  ein  gebrochener  oder  irrationaler 
oder  gQch  ein  negativer  algebraischer  Wert  zukommt,  hat  Hamilton 
du  Symbol  xa  gedeutet  Nur  der  Fall  eines  imaginären  Wertes  für 
2 bleibt  der  Definition  bedürftig,  welche  zwar  von  Hamilton  ver- 
neiit,  jedoch  nirgends  mitgeteilt  oder  benutzt  scheint.  Dennoch 
encheinen  bei  den  Rechnungen  mit  Quaternionen  naturgemäss  Aus- 
drucke von  der  Form  

a  +  V-lß 

welchen  Hamilton  den  Namen  „Bivcctoron^^  beigelegt  hat,  die  je- 
doch bisher  des  geometrischen  Sinnes  entbehren. 

Unser  nächster  Zweck  sei  somit,  einen  solchen  geometrischen 
Sinn  zu  finden.  Greifen  wir  dabei  ein  wenig  zu  andern  schon  von 
Hamilton  festgesetzten  Definitionen  zurttckJ 

2.  Der  geniale  englische  Mathematiker  betrachtet  den  Begriff 
der  Scalargrösse  als  unabhängig  von  demjenigen  des  Yectors  und 
dem  letzteren  gewissermaassen  vorangehend,  somit  als  etwas  be- 
kinntes. 

Ich  glaube  jedoch  vorziehen  zu  müssen,  die  Theorie  der  Sealare 
zusammen  mit  derjenigen  der  Yectoren  zu  entwickeln.  Diese  Auf- 
jiabe  zu  vollziehen ,  würde  hier  zu  weit  führen.  Ich  werde  deshalb 
nur  da^enige  erwähnen ,  woraus  die  Theorie  der  imaginären  Zahlen 
in  nnmittelbarem  Zusammenhange  hergeleitet  werden  kann. 

3.  Anstatt  a-|-a  schreiben  wir  2«,  anstatt  a-f-a+a  in  gleicher 
Weise  3a  u.  s.  w.  und  nennen  die  so  erhaltenen  Symbole  2,  3,  .  .  . 
^arithmetische  ganze  Zahlen.  Eine  willkürliche  derselben 
wollen  wir  mit  m  bezeichnen ;  es  erhellt  sodann  sofort,  dass  ma  ein 
^ector  ist,  welcher  die  nämliche  Richtung  hat  wie  a. 

Setzt  man 

ma  —»  ß 

80  wird  a  der  mte  Teil  des  Yectors  ß  genannt.    Es  ist  nun  auch 
<i«r  Vector  —  ß  mit  ß  gleichgerichtet,  und  mau  schreibt 
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a  =  /5  :  m    oder    a  «-  ■  ß. 


m 


* 

Unter  -  ^,   wo  m,  n  zwei  ganze  arithmetische  Zahlen  bedeuten,  sei 


m 
n 

Vorstanden: 


in{ßxn)    oder    mr-/5j 
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m 

Das  Symbol  —  nennen  wir    einen   arithmetischen  Brnci 
nnd  stellen  wir  hänfig  durch  ein  einziges  Symbol  x  dar. 

m 
Nennt  man  den  Yector  -  ß  noch  y,  so  ist  einleuchtend,  dass  die 

beiden  Vectoren  ß  und  y  die  nämliche  Richtung  haben.  Man  pfl^ 
weiter  zu  sagen,  der  Bruch  -  sei  das  Verhältniss  der  L&ngei 

n 

der  Vectoren  ß  und  y. 

Im  allgemeinen  kann,  wenn  a,  ß  zwei  Vectoren  derselben  Rich- 
tung bedeut3n,  jede  dieser  Grössen  mit  Httlfe  der  anderen  dargestellt 
werden  z.  B. 

wo  X  eine  arithmetische  Zahl  ist,  welche  das  Verhältniss  der  Längei 
der  Vectoren  a,  ß  bedeutet.  Dieselbe  zu  ermitteln  trage  man  a  auf 
ß  so   oft  als   möglich    ab ;   auf  den  übrig  bleibenden  Vector  wird 

r^a  so  viele  Male  abgetragen,  wie  nur  möglich,  u  s.  w.     Es  e^ 

scheint  x  durch  dieses  Verfahren  in  einer  Gestalt,  welche  ein  De- 
cimalbruch  genannt  wird. 

Anstatt  x(xa)  wird  kürzer  geschrieben  xxa  oder  x^a.  Es  iit 
dies  das  Symbol  eines  Vectors,  welcher  mit  o  der  Richtung  nael 
zusammenfällt,  so  dass  man  setzen  kann 

Man  pflegt  zu  sagen  die  so  erhaltene  Zahl  ^  sei  die  zweite 

Potenz  der  Zahl  o;  und  umgekehrte  sei  die  Quadratwurzelaos 

y]  in  Zeichen 

X  =  Vy 
Somit  ist  identisch 

VyVya  ^  ycc  (1)  : 

Alle  in  dieser  Weise  erhaltenen  Zahlen  können  nach  dem  Vo^ 
gehenden  als  Operatoren  betrachtet  werden,  indem  dieselben  eioes 
Vector  vorgesetzt ,  dessen  Länge  ändern ,  während  die  Richtung  des 
Vectors  ungeändert  bleibt. 

4.  Unter  —  «  wird  ein  Vector  verstanden,  welcher  dem  Vectflf 
a  an  Grösse  gleich,  an  Richtung  jedoch  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  mit  x  wieder  eine  arithmetische  Zahl  bezeichnet  wird,  lO 
pflegt  man  anstatt  — (xa)  einfacher  zu  schreiben:  — reo.  Mü 
pflegt  in  diesem  Falle  zu  sagen ,  das  Symbol  —  x  operire  an  dei 
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Nun  pfl^  man  bekanntlich  in  der  Geometrie  bei  der  Erzeugung 
der  Conen  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  einen  Punkt  als  das 
Enengniss  sämtlicher  sich  in  demselben  durchschneidenden  Geraden 
n  betrachten.  In  analoger  Weise  muss  deshalb  der  Yector  OA 
aDd  dessen  n^^ativer  als  das  £rzeugniss  sämtlicher  zu  den  Radien 
OAi  constmirten  circularen  Strahlencomplexe  betrachtet  werden. 

Die  zweimalige  Anwendung  des  Symbols  V—1  ergibt  somit 
ucb  unserer  Deutung  die  Gleichung ; 

V^^Y^a  =  u    und    =    -«  (3) 

Diese  Deutung  erscheint  daher  mit  der  Gleichung  (2)  nicht  im  Wider- 
spräche, und  es  erübrigt  nur  noch  die  Ursache  der  Zweideutigkeit 
dar  zweiten  Seite  der  Gleichung  (3)  zu  finden. 

Lässt  man  in  der  angegebenen  Weise  das  Symbol  y—lanfden 
Vector  ^a  operiren,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  hiedurch  er- 

italteoe  Strahlengebilde  mit  dem  Gebilde  V — 1«  identisch  ist.    Die 

ttchherige  Anwendung  des  Operators  V—i  auf  den  Strahlencomplox 

V-la  muss  somit  ein  £rzeugni8S  ergeben,  welches  auch  das  Gebilde 

^thüt,  und  dieses  Letztere  mttsste  nach  der  vorangestellten  Definition 
te  Symbols  V— 1  der  Vector  «  sein. 

7.  Als  eine  weitere  Definition  wollen  wir  festsetzen ,  dass  die 
Gleichungen 

I  «(V^«)  —  a;y^a  =  V^(ara)  =y^xa  (4) 

vo  mit  X  eine  willkürliche  arithmetische  oder  negative  Zahl  bc- 
'lehnet  wird,  identische  sind. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  das  Symbol  x  V—  1  oder  V-—  1  x 
*^f  einen  Vector  operirend,  denselben  zu  einem  circularen  Strahlen- 
^bilde  spaltet,  dessen  Ebene  senkrecht  zu  a  ist,  während  die  Länge 
^^i*  Radien  das  r-£ache  der  Länge  des  Voctors  a  beträgt. 

Wir  schlagen  vor,  einen  derartigen  circularen  Strahlencomplox 
^^  einen  Circularvector  zu. nennen.  Die  Längen  der  Radien 
Collen  wir  bisweilen  als  Tensor  des  Circularvectors  be- 
^^chncn. 

8.  Eis  ist  nun  leicht  einen  Ausdruck  der  Form 
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Wenn  jedoch  unter  V-—  1  die  Gesamtheit  der  in  allen  versc 
denen  Ebenen  wirksam  gedachten  reehten  Versoren  verstanden  ' 
d.  h.  wenn  die  Gleichung  (7)  auf  die  Gesamtheit  der  Punkte 

Kreises  angewandt  wird,  so  kommt  dem  Symbole  V—l    Scalai 
rakter  zu,  wie  wir  noch  kurz  begründen  wollen. 

Wir  geraten  dadurch  zugleich  zu  einer  strengen  Theorie 
Hamilton'schen  Biquaternionon. 

12.    Die  Gesamtheit  der  Operationen,  durch  welche  ein  Y{ 

7  in  einen  konischen  Yector  a-|-V*l/3  übergeführt  wird,  w( 
wir  mit  

?^±^^=i^    oder   ?+V-i? 

y  r  r 

»  * 

bezeichnen    und    einen    konisch    spaltenden    Quatern 
nennen. 

Setzt  man  statt  der  Symbole  «  :  y,  ß :  y  die  anderen  g,  ^ 
ersehen  wir  hieraus,  dass  dieser  neu  eingeführte  Quatemion 
dem  von  Hamilton  gefundenen  Biquaternion  identisch  ist. 

Die  wichtigen  Grössen,  welche  mit  den  Zeichen  JT,  S^  F,  ! 
bezeichnet  werden,  bedürfen  einer  neuen  Definition,  weil  die  bei 
gewöhnlichen  Quaternionen  geltenden  in  diesem  Falle  einen  Sinn 
mehr  haben. 

Auch  die  Summe,  die  Differenz  und  das  Product  zweier  koi 
spaltenden  Quaternionen  müssen  aufs  neue  definirt  werden. 

Wir  verwenden  hiezu  die  nachstehenden  Gleichungen: 

(q+y~i  9')  ± (qi+V~i qi')  =  q±qi+V^{q' ± «lO 
(q+V~i  g')(9i+  V^  qi)  =  qqi  -qqi+V^^Uq'qi+qqi) 

Weiter  setzen  wir 

Die  Anwendung  der  Gleichung  (10)  bei  den  letzteren  b 
Gleichungen  ergibt  sodann  die  weiteren 

5(3+  V^l  «0  -  Sq+i^lSq* 
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V(q  +  y^  q')  =  Vq  +  V^  Vq'  (16) 

lad  kiednrcb  wird  die  Bekiauptung  des  vorigen  Artikels   bestätigt, 

dan  dem  Symbole  V— 1,  wenn  dasselbe  als  spaltender  Coefficient 
asftritt,  Scalarcharakter  zukommt,  weil  in  diesem  Falle 

sV=l-y^,     F.y=l-1    ist. 
Den  Tensor  weiter  zu  deflniren,  benutzen  wir  die  Gleichungen 

md 

JV(g+y^  gO=  nq+^~\  qy  (17) 

welche  in  Verbindung  mit  (11)  auch  zur  nachstehenden  Anlass  geben: 

^Iq+V^^q')  «  Nq^Nq'+2V^^lS,qKq'  (18) 

Schliesslich  sei  noch  gesetzt 

nq+V—iq') 

Dorch  die  hier  benutzten  Definitionen  werden  die  Grundformeln  der 
BechnuDg  mit  gewöhnlichen  Quaternionen  aufrecht  erhalten. 

13.    Man  pflegt  zu  sagen,  die  Gleichung 

•teile  den  Endpunkt  des  Vectors  a  dar.    Wenn 

Q^xa  (20) 

wo  X  irgend  eine  arithmetische  oder  negative  Zahl  ist,  so  sagt  man 
in  ähnlicher  Weise,  diese  Gleichung  stelle  irgend  einen  Punkt  des 
Vectors  a  oder  dessen  Verlängerungen  nach  beiden  Seiten  dar. 
Karzer  wird  bekanntlich  diese  Aussage  folgendermassen  wiedergegeben: 

m 

Die  Gleichung  (20)  stellt  bei  variablem  x  die  nach  beiden  Seiten 
In's  Unendliche  sich  erstreckende  Gerade  Oa  dar,  wenn 

a^'  OA 

Diese   Ausdrucksart  wollen  wir  nun    dadurch  verallgemeinem, 

aas  wir  sagen:  für  complexe  Werte  a-i+araV— 1  des  Sealars  x  gibt 
le  Gleichung  (20)   die  imaginären  Punkte  der  Geraden  OA  zu  er- 
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Ebene  desselben  senkrecht  zum  Vector  x^a-^-y^ß-^-z^y^  welcher  der 
iweiten  der  Gleichnngen  (24)  zufolge  in  der  durch  die  Endpunkte 
derYectoren  «,  /?,  y  gelegten  Ebene  —  d  h  in  der  gegebenen 
Ebene  —  enthalten  ist. 

Die  Ebenen  der  sämtlichen  imaginären  Punkte  enthalten  daher 
die  Normale  zur  gegebenen  Ebene;  der  Radius  dieser  Punkte  kann 
iber  willkflrlich  gewählt  werden. 

,^s  imaginäre  Punkte  einer  Ebene  sind  somit  zu  betrachten, 
^se  mit  beliebigem  Radius  um  die  Punkte  der  Ebene  in  den 
nVerschiedenen  zu  derselben  senkrecht  stehenden  Ebenen  bescbrieben^^ 

15.    Betrachten  wir  weiter  die  Vectorgleichung  eines  Kreises 

Q  s  ara-|-y/3,     wenn    x^-\-y'^  ==  a*  (25) 

wo  a,  j3  zwei  unter  sich  rechtwinklige  Einheitslinien  sind ,  während 
2,  y  variable  Sealare,  und  a  eine  constante  Scalargrösso  sind. 

Fftr  reelle  Werte  von  «,  y  ergibt  die  erste  der  Gleichungen 
(25)  die  reellen  Punkte  des  Kreises,  für  complexe  Werte  wieder  die 
loaginären  Punkte.    Es  sei 

«  —  aTi+xjV— 1,    y  =  yi+yi'}/-'l 
ein  Wertsystem,  welches  der  Gleichung 

^nflge  leistet     Dies  erfordert,  dass 

afi*+yi*  -  «2* — Vi^  «=  a^    ^1  ^'3  +  ^1^2  =  ^  (2ö) 

Der  imaginäre  Punkt 

Q  =  «ia+yi/5+V-l(x2«+ya/J) 

^  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  den  Vector  x^a-^-y^ß  hat,  während 
■eine  Ebene  senkrecht  zum  Vector  x^a-\-y^ß  ist.  Diese  beiden 
^ectoren  sind  aber  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (26)  recht- 
winklig zu  einander.  Die  Ebene  des  imaginären  Punktes  muss  somit 
^^D  MittelpunktSYector  desselben  enthalten,  welcher  letztere  übrigens 
^UkürUch  in  der  Ebene  des  Kreises  (25)  gewählt  werden  kann. 

Die  erstere  der  Gleichungen  (26)  gibt  weiter  zu  erkennen,  dass 

^  somit  der  Mittelpunkt  P  des  imaginären  Punktes  ausserhalb  des 
KfviseB  liegen  muss  and  weiter,  dass  die  Länge  des  Radius   des 
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imagiDären  Punktes  der  Länge  der  Tangente  gleichkommt,  w( 
man  ans  P  an  den  gegebenen  Kreis  legen  kann. 

Wir  sind  daher  znm  nachstehenden  Ergebniss  angelangt: 

„Ausser  den  reellen  Punkten  gehören  einem  Kreise  eine  un 
„liehe  Zahl  imaginärer  Punkte  an.  Es  sind  dieselben  Kreise,  d 
„Mittelpunkte  willkürlich  in  der  Ebene  des  gegebenen  Kreises,  • 
„ausserhalb  des  Umfanges  der  Curve  gewählt  werden  können,  d 
„Ebenen  den  Mittelpunkts?ector  enthalten  und  senkrecht  zur  £1 
„des  gegebenen  Kreises  stehen,  während  der  Radius  des  imagio; 
„Punktes  der  Tangeute  gleichkommt,  aus  dessen  Mittelpunkt  an 
9)gegebenen  Kreis  gelegt^S 

Betrachtet  man  die  Gleichung  der  Kugel 

so  gerät  man  zu  einem  ähnlichen  Satze. 

„Die  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  einer  Kugel  li( 
„willkürlich  im  Räume  ausserhalb  der  Kugel  verteilt.  Die  Ebc 
„der  imaginären  Punkte  enthalten  die  Mittelpunktsvectoren  dersdl 
„und  der  Radius  eines  imaginären  Punktes  kommt  der  Länge 
„Tangeute  gleich ,  aus  dessen  Mittelpunkt  an  die  gegebene  Ki 
„gelegt". 

Es  folgt  hieraus  noch,  dass  die  imaginären  Punkte  einer  Ei 
dieselbe  rechtwinklig  durchschneiden. 

16.  Als  eine  Anwendung  dieser  Begriffe  nehmen  wir  die 
Stimmung  der  Schnittpunkte  einer  Kugel 

Tg  '=  Ty  I 

mit  der  Geraden 

Für  diese  Schnittpunkte  ist 

Tia-^-xß)  —  Ty 

oder 

Na+x^J^ß'-'2xSaß  =  Ny 

Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  können  wir  annehmen,  ß 
ein  Einheitsvector;  die  vorige  Gleichung  vereinfacht  sich  dad» 
zur  nachstehenden 

x^^2xSaß  +  Na^Ny  =  0  C 

aus  welcher  sich  für  x  zwei  Worte  ergeben 
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X  «  Safi±  V[(5a/5)«— iVa+iVy]  (31) 

Es  sind  somit  der  Kagel  und  der  Geraden  zwei  Pankte  gemeiu- 
110,  welche  dorch  (29)  in  Verbindung  mit  (31)  bestimmt  werden. 
Keie  Pankte  sind  reell,  wenn  die  gegebenen  Vectoren  «,  ß^  y  der 
Bediogong 

gaflge  leisten.    Anstatt  derselben  kann  geschrieben  werden 

i^y  >  iV«  ^  -  Cos«  WklJ) 


oder 


Ty^  TaSinWkl.  g 


Die  beiden  Schnittpunkte  sind  somit  reell,  so  lange  der  Radius 
der  Kugel  nicht  kleiner  wird  als  das  Lot  aus  dem  Kugelmittelpunkte 
iif  die  gegebene  Gerade  gefällt.  Wird  dieser  Bedingung  nicht  ge- 
tilgt, so  erhalten  wir  zwei  imaginäre  gemeinsame  Punkte 

Q^  a  +  ßSaß± y ^  VNa-'Ny^CSccß)^ß  (32) 

In  der  Tat  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  diese  imaginären 
PoDkte  nach  dem  in  den  beiden  vorigen  Artikeln  Erörtertcu  nicht  nur 
1er  Geraden  (29),  sondern  auch  der  Kugel  (28)  angehöreu. 

Der  Mittelpnnktsvector  dieses  imaginären  Punktes  ist  nämlich 

Qi  ==  ci  +  ßSaß 

ud  die  Ebene  des  Punktes  ist  senkrecht  zum  Vcctor  ß.    Nun  ist 

tber 

S,ßQi  —  S(ßa+ß^Saß)  =  0,     weil    ß^ 1 

tomit  ist  p]  senkr.  auf  ß;  die  Ebene  des  Punktes  enthält  daher  den 
ffittelpunktsvector  wie  erforderlich  war. 

Es  sei  O  der  Kugelmittelpunkt, 

Oil  -=  a,     AB  ^  ß 

^,  =  o  +  /5raCos(;t— Wkl.  ^)  ««  +  /3yaCosWkl.  GAB 

i?ird  aus  0  ein  Lot  auf  AB  gefällt,  dessen  Fusspuukt  Z^,  ist,  so  ist 

T.AB^  =  TttCosWkl.  GAB 
iomit  ist 

^1  —  «+  (5  r .  ABl  «  07?i 

IS» 


«ist 
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Die  Mittolpnnkte  der  beiden  imaginären  Schnittpnnkte  fal 
daher  mit  dem  Fusspankte  des  Lotes,  aus  dem  Eagelmittelpno 
auf  die  gegebene  Gerade  gefällt,  zusammen. 

Das  Quadrat  des  Radius  des  imaginären  Punktes  ist  nach  ( 

oder 

iVaSin'Wkl.g  — iVy 

Diese  Grösse  ist  aber,  wie  leicht  ersichtlich ,  dem  Quadrat  d 
Tangente  gleich ,  welche  aus  dem  Fusspunkte  ^i  an  die  Kugel  | 
legt  wird.  Es  ist  dieses  Resultat  mit  dem  vorhergehenden  ArtO 
in  Uebereinstimmung ;  die  imaginären  Punkte  (31)  gehören  dil 
der  gegebenen  Engel  an.  Dass  dieselben  weiter  auch  der  Gertd 
(29)  angehören,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Gleichung  (2 
aus  (29)  durch  die  Substitution  in  (31)  ausgesprochen,  entstanden  i 

Wir  wollen  nun  die  Betrachtungen  des  vorigen  Artikels  weil 
verfolgen. 

17.  Die  Lage  der  imaginären  Punkte  einer  willkürlichen  Ob 
fläche  kann  folgendermassen  ermittelt  worden. 

Es  seien  u^  ß,  y  drei  zu  je  zwei  unter  sich  rechtwinklige  E 
heitsvectoren ,  x^  y^  z  drei  Sealare.  Die  beliebige  Oberfläche  k 
sodann  durch  das  System  der  beiden  Gleichungen 

Q  =  sca-{-y/5-(-ay  < 

f{x,  y,  «)  =  0  I 

wo  /  ein  Fuuctionszeichen  ist,  dargestellt  gedacht  werden. 

Setzen  wir  nun  weiter  voraus,  die  Werte 

genügen  der  Relation  (26),    so   erhalten   wir   hiedurch   die    bei 
symbolischen  Gleichungen 

n^v  vu  ^)"- 172 V^^  äir  +  ^'«ä^  +  ^  wj 

,         1        r      ^f    I       ^f  A,      ^f\\  n 
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(36) 


mm  die  Gültigkeit  der  Taylor'schen  Entwickelung  für  die  Function 
/togenommen  wird. 

Betrachtet  man  den  Mittelpunkt  des  Vectors,  d.  h.  x^^  y^^  z^  als 
vilMrlich  gegeben,  so  wird  dnrch  die  Gleichungen  (35)  (36)  eine 
Baiuneorve  dargestellt,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  der 
Yector  eines  jeden  Punktes  derselben  eine  Normale  zur  Ebene  des 
imginftren  Punktes  sein  kann,  während  der  Tensor  dieses  Vectors 
n^eich  dem  Radius  des  imaginären  Punktes  gleich  kommt.  Denken 
iir  daher  einen  Kegel  construirt,  dessen  Scheitel  in  den  Anfangs- 
pinkt  der  Voctoren  fällt,  während  die  durch  (35)  (36)  dargestellte 
Sirrt  die  Directrix  ist,  so  werden  die  Abschnitte  der  Seitenlinien 
lieses  Kegels  zwischen  dem  Scheitel  und  der  Directrix  nach  Rich- 
aog  und  Länge  die  zum  gewählten  Punkte  x^ ,  y^,  z^  zugehörigen 
maginären  Punkte  bestimmen. 

Ist  die  gegebene  Oberfläche  eine  solche  nter  Ordnung,  so  ist 
Ugemein  dieCorve  (35)  (36)  n{n — 1)  ter  Ordnung,  und  es  ist  leicht 
ie  Gleichung  des  hiezu  gehörigen  Kegels  aufzustellen. 

18.  Den  einfacheren  Fall,  wo  die  beliebige  Oberfläche  eine 
liehe  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte  ist,  wollen  wir  näher 
trachten.    Die  Gleichung  (34;  sei  für  diesen  Fall 

öl,  Ä^  +  ög^y^-l-aaa  2^  +  ^00  =  ^^  (37) 

Es  gehen  sodann  die  Gleichungen  (35)  (36)  über  in  die  nach- 
^henden 

flll^2*  +  ^2y2*  +  033^8*=/('n   Vl'i  h)  (38) 

«11*1  *«  +  ««»  ^1^2  +  033-1^  ""  ^  (39) 

Die   zweite  dieser  Relationen  spricht  aus,   dass  der  Punkt  arj, 
s,  in  der  zur  Richtung  des  nach  dem  Punkte  y,,  y^,  z^  gehenden 
ameters  conjugirten  Diametralebene  liegt. 

Die  Gleichung  (38)  ist  diejenige  einer  Oberfläche  zweiten  Grades, 
lebe  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Achsenrichtungon  hat 
$  die  gegebene  Oberfläche;  ausserdem  ist  sie  aber  der  letzteren 
ilich,  aud  das  Aehnlichkeitsverhältniss  beträgt 


V- 


/(^n  yii  gl) 

«00 
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Dieser  Aasdmck  ist  aber  bekanntlich   dem  Verhältnisse  irg 
einer  ans  dem  Punkte   x^^  y^^  z^  an  die  Oberfläche  gelegten  1 
gente  zur  Hälfte  des  dieser  Tangente  parallelen  Durchmessers  gle 
derselbe    ist  somit  leicht  zu  construiren,  und  sei  im  weiteren 
t:m  bezeichnet. 

Der  Kegel  des  yorigen  Artikels  ist  daher  für  diesen  Fal 
einen  Diametralschnitt  einer  der  gegebenen  Oberfläche  ähnlic 
und  parallel  gedachten  Oberfläche  übergegangen  und  die  Vecto 
der  Punkte  dieses  Diametralschnittes  bestimmen  die  sämtlichen 
Oberfläche  gehörigen  imaginären  Punkte,  deren  Mittelpunkt 
Vector  «ia+yi(3+«iy  hat  Errichtet  man  das  Lot  zu  der  in 
tracht  kommenden  Diametralebene,  so  ist  dasselbe  in  den  Ebe 
aller  jener  imaginären  Punkte  enthalten! 

Wir  geraten  daher  zur  nachstehenden  Construction  der  i 
ginären  Punkte: 

Man  wähle  den  Mittelpunkt  eines  derselben  wiUkürlich  z.  B.  ii 
ziehe  O^  und  construire  die  zu  Oa  conjugirte  Diametralebene.  ! 
A  werde  weiter  das  Verbal tniss  t:m  bestimmt,  und  jeder  Dvi 
messer  jener  Diametralebene  in  diesem  Verhältnisse  verlängert;  je 
so  erhaltene  Vector  ist  senkrecht  zur  Ebene  eines  imaginären  Pnnh 
dessen  Radius  der  Länge  dieses  Vectors  gleich  kommt. 

Die  VTahl  des  Punktes  A  ist  zwar  willkürlich,  jedoch  meist 
einer  Bedingung  unterworfen ;  nehmen  wir  als  Beispiel  das  Ellipi 
so  sind  in  (37)  o^i,  a^g,  033  positiv,  oqq  negativ  zu  rechnen.  Es 
deshalb  nach  (35) 

somit  muss  der  Punkt  A  ausserhalb  des  Ellipsoids  liegen. 

19.  Um  die  zu  einer  Curve  gehörenden  imaginären  PunkU 
finden,  setzen  wir 

/■(«,  yn  z)  =  0,     <p(x,  y,  2)  =»  0 
und  es  seien 

a;  =  «i+ic,y-i,    y  ^  yt+y^V—h    »=- «1+2,1/—! 

Werte,  die  diesen  Gleichungen  genügen.  Es  erfolgen  hieraus  an 
den  Gleichungen  (35)  (36)  noch  zwei  andere,  welche  aus  jenen  1 
vorgehen,  wenn  darin  die  Function  /  durch  <p  ersetzt  wird. 

Wir  erhalten  daher  vier  Gleichungen,  denen  die  sechs  Gröi 
^1)  ^1)  hy  ^it  Vit  H  Genüge  leisten  müssen.    Indem  zwischen  i 
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^Iben  X9,  ^2)  ^  diminirt  werden,  entsteht  eine  Gleichung  in  x^,  y^, 
i.  Es  ist  dies  die  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  von  den  Mittcl- 
isnktcn  der  der  Curve  angehörigen  imaginären  Punkte  gebildet  wird. 

Einen  Fall  wollen  wir  näher  betrachten,  den  nämlich,  wo  die 
egebene  Curve  eine  ebene  ist  tp(x^  y^  z)  ist  sodann  linear,  und 
ic  beiden  aus  dieser  Function  hergeleiteten  Gleichungen  werden 

?(*!,  yi,  h)  -  Äx^  +  By^  +  Cz^+D==  0  (42) 

Ax^+By^  +  Cz^^O  (43) 

Die  Oberfläche  der  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  ist  in 
Äesem  Falle  die  Ebene  der  Curve ,  wie  die  Gleichung  (42)  aussagt. 
)ie  Gleichung  (43)  aber  spricht  weiter  aus,  dass  der  Vcctor,  zu 
reichem  die  Ebene  eines  imaginären  Punktes  senkrecht  ist,  parallel 
ler  Ebene  der  Curve  ist. 

Die  sämtlichen  Ebenen  der  imaginären  Punkte  sind  daher  senk- 
ceht  zur  Ebene  der  gegebenen  Curve.  Aus  den  Gleichungen  (35) 
36)  (43)  findet  .man  weiter  die  Länge  des  Radius  des  imaginären 
Wrtes. 

Nehmen  wir  specieller  an,  die  Curve  sei  ein  Kegelschnitt  mit 
incm  Mittelpunkte;  wenn  a  senkr.  auf  ß  und  diese  beiden  Yectorcn 
ünheitslinien  sind,  so  ist 

/(x,  y.  z)  =  ax^-^hy^+c  =  0,     9 (a-,  2^,  c)  —  5  =  0 
ie  Gleichungen  (35)  (36)  ergeben  hiefür 

ax-^-^-hy^-^-c  '^  a .Tj* -|-  h y^  (44) 

ar^x^  +  by^yi  =  ^  (45) 

Wie  in  Art.  16.  wird  hieraus  geschlossen,  dass  ein  imaginärer 
^Qiikt  des  Kegelschnittes  in  nachstehender  Weise  construirt  werden 
ann: 

Man  wähle  den  Mittelpunkt  desselben  willkürlich  in  A^  ziehe 
)A  und  construirc  den  zu  dieser  Richtung  conjugirten  Durchmesser. 
Venn  man  den  letzteren  in  dem  Verhältnisse  verlängert,  in  welchem 
üe  Länge  der  aus  A  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangente  zur 
l&lftc  des  dieser  Tangente  paiHllelcn  Durchmessers  steht,  so  ist  ein 
^ector  erhalten,  welcher  senkrecht  zur  Ebene  des  imaginären  Punktes 
Bt,  während  der  Radius  desselben  Punktes  der  Länge  jenes  Yectors 
lleich  kommt. 

Auch  hier  können,  wie  bei  den  Oberflächen  zweiton  Grades  mit 
änem  Mittelpunkte  nur  die  ausserhalb  der  Curve  befindlichen  Punkte 
^  Mittelpunkte  der  imaginären  Punkte  dienen. 
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20.  Aas  den  Gleichangon  (35)  (36),  denen  im  allgememen  di.<« 
Grössen  x^^  ^j,  sj,  x^^  y^^  z^  Genüge  leisten  müssen,  geht  heirvox^ 
dass  die  complexen  Werte 

ebenfalls  der  Gleichung  (33)  genügen.    Es  kommen  daher  die  mwm^ 
ginären  Punkte  stets  parweise  vor,    während  ein  solches  Par  dorc^l 

dargestellt  wird.  Dieselben  sind  aber  identische  Gebilde,  wie  i^lr 
vorher  fanden.  Jeder  in  den  vorhergehenden  Artikeln  constmir-te 
einer  Oberfläche  angehörige  Punkt  muss  somit  stets  doppelt  in  Recli- 
nung  gebracht  werden. 

21.  Durch  analytische  Betrachtungen  sind  wir  zur  Erkenoung 
des  Begriffes  der  imaginären  Punkte  gekommen,  und  haben  die  La^ 
bei  einigen  Oberflächen  erkannt. 

Es  wird  nun  aber  auch  möglich  sein,  bei  rein  geometrischen 
Betrachtungen  unmittelbar  durch  Deflnition  die  imaginären  Punkte 
einzuführen  und  dadurch  dieselben  auch  weiter  in  dem  Umkreise 
jener  Betrachtungen  beizubehalten. 

Wir  können  z.  B.  eine  gerade  Linie  definiren  als  die  Figi^» 
welche  entsteht,  wenn  sämtliche  reellen  Punkte  einer  Ebene  sich  l>^ 
wegen,  während  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  fest  gehalten  werden. 
Die  durch  diese  Drehung  entstehenden  imaginären  Punkte  mflsaen 
doppelt  gezählt  werden. 

Für  die  anderen  Curvcn  und  Oberflächen  sind  diese  Definitioaeo 
allerdings  nicht  leicht  auf  einfache  Weise  auüzustellea ;  es  is  jedoch 
das  Wesentliche  derselben  in  den  vorhergehenden  Artikehi  scboo 
dargelegt. 


Nachtrag. 

Die  im  Vorhergehenden  mitgeteilten  Resultate  wurden  vom  Verf- 
in  einer  Versammlung  der  mathematischen  Gesellschaft  in  AmsterdsiB 
vorgetragen.  Herr  Prof.  Korteweg  hatte  die  Güte  mich  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  auch  ohne  die  Zuhülfenahme  der  Theorie 
der  Quaternionen  eine  der  von  mir  vorgetragenen  ähnliche  Dantsl- 
lung  der  imaginären  Punkte  erhalten  werden  könne.  Bei  der  Be- 
arbeitung stellte  sich  sogar  heraus,  dass  dieser  Weg  zu  derselhei 
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Dantellnng  fahrt  Es  sei  mir  gestattet,  das  von  Prof.  Korteweg 
ingedeateto  Princip  hier  anzuführen.  Definiren  wir  die  Distanz 
iweier  imaginären  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten 

'1+^2 V~l,    yi+y%V~h    z,+z^V^^ 

^'+ V  V^i,     yi'+y^'  V-h     V  +  ^/  V~i 

durch  die  Gleichang 

so  sei  weiter  als  Darstellung  eines  imaginären  Punktes  gewählt  die 
Gesamtheit  der  reellen  Punkte,  deren  Distanz  vom  imaginären  Punkte 
der  Kall  gleich  kommt.  Sind  '6,  rj^  ^  die  Coordinaten  eines  solchen 
reellen  Punktes,  so  ist  demnach  zu  setzen 

eine  Gleichung,  welche  in  die  beiden  nachstehenden  sich  spaltet 

Die  Punkte  i-,  i?,  f  erscheinen  daher  als  der  Durchschnitt  einer 
Kngel  um  den  Punkt  o*,,  ^i,  z^^  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 

abrieben  mit  einer  durch  eben  denselben  Punkt  a;, ,  y^,  z^  hin- 
durchgehenden Ebene,  welche  senkrecht  steht  zur  Geraden,  die  den 
^nkt  jCj)  ^8)  ^8  mit  dem  Coordinatenanfangspunkt  verbindet. 

Der  so  erhaltene  Kreis  ist  aber,  wie  man  leicht  nachweist, 
identisch  mit  der  Grundfläche  des  Vectorkegels 

p  — «i«+yi|5+«i  y+V— i('2«+y8i3+*2y) 

^0  a,  ß^  y  drei  in  den  Richtungen  ar,  y,  z  angenommene  Einheits- 
^öctoren  bedeuten. 

In  den  letzten  Monaton  ist  es  mir  auch  gelungen,  die  oben  be- 
endete Theorie  der  Darstellung  imaginärer  Punkte  zu  vervoll- 
kommnen durch  die  Einführung  eines  neuen  Begriifes,  welcher  ge- 
•Uttet  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  von  einander  verschieden 
^«rznsteUen. 
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Es  erscheint  za  diesem  Zwecke  notwendig  mit  dem  Begriff  der 

durch  V — 1  hervorgemfenen  Spaltung  derjenige  einer   bestimmten 
Aufeinanderfolge   der   einzelnen   durch    die    Spaltung   entstandenen 
Strahlen  zu  verbinden.    Am  zweckmässigsten  stellt  sich  die  nach- 
stehende Wahl  heraus:  Für  den  imaginären  Punkt  o-|-V — 1/5    sei 
gewählt  der  im  Vorhergehenden  eingeführte  Kreis  in  einer  solche 
Richtung  durchlaufen,  dass  dieselbe  von  dem  Endpunkte  des  Vector 
o-{-|3  aus   gesehen   mit   einer  bestimmt  angenommenen  Drehungs 
richtung   —   z.  B.  mit  derjenigen  der  Zeiger  einer  Uhr  —  überein 
stimmt. 

Nach    dieser   Annahme   soll   nun   auch    der    imaginäre    Punk 

a  —  V — Iß  von  dem  Endpunkte  des  Vectors  a— (3  aus  betrach 
worden,  wodurch  erhellt,  dass  die  beiden  Kreise,  welche  zwei  co 
jugirt  imaginäre  Punkte  darstellen,  in  entgegengesetzter  Richto 
durchlaufen  gedacht  werden  müssen. 

In   einer  folgenden  Arbeit  hoffe  ich  weiteres   hierüber  nütz: —    n. 
teilen. 


l 


SekUgtl:   Uebtr  dU  verschiedenen  Formen  von  Gruppen  etc.        283 


XIV. 


lieber  die  verschiedenen  Formen  von  Gruppen, 
H^elche  r  beliebige  Punkte  im  w-dimensionalen 

Eaume  bilden  können. 


Von 

V.  Schlegel. 


Im  n-dimensionalen  Räume  lässt  sich  ein  beliebiger   Punkt  x 

Ätts  (fi-j-l)  festen  Punkten   (cj,  e,,  .  .  .  «n+i),   welche  ein  Coordi- 

natensystem  bilden,    mittelst  der   (n+1)  Zahlen  «j,    a„  .  .  .  «m+i 

(Coordinaten)    ableiten,  d.  h.   seiner  Lage  nach  genau  bestimmen. 

E^  bilden  dann  zunächst  diese   n-)-2  Punkte  eine  Gruppe,    deren 

^>««ondere  Form  durch  die  Verteilung  der  Vorzeichen  +  und  —  an 

^©  Grössen  «  deünirt  werden  kann.     Die  absoluten  Werte  dieser 

^fössen  kommen  bei  der  rein  topologisehen  Frage  nach  der  Anzahl 

'lud  Beschaffenheit  der  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Gruppen 

^Icht  in  Betracht.  —  Aus  der  den  Punkt  x  bestimmenden  Gleichung 

*Änn  auch  jeder  der  Punkte  e  mittelst  der  noch  übrigen  n+1  Punkte 

*^tiiiiint  werden.    Alle  durch   eine  solche  Transformation  aus  ein- 

^der  ableitbaren  Gleichungen  stellen  natürlich  dieselbe  Gruppe  dar. 

^^  sagen  nun,  dass  zwei  Gruppen  von  je  n+2  Punkten  im  «-di- 

^^Umionalen   Räume  dieselbe  Form  haben,   wenn   die  Gleichungen, 

^^cbe  irgend  einen  ihrer  Punkte  aus   den  übrigen  beptimmen,  hin- 

^ichtlich  der  Anzahl  der  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  posi- 

^^H  und  negativen  Vorzeichen  übereinstimmen. 

Im  Folgenden  wird  zuerst  die  Beschaffenheit  und  Anzahl  der 
^^^  n-)-2  Punkten-  im  n-dimensionaleu  Räume  gebildeten  Gruppen 
^^tenucbt  werden.    Diese  Gruppen  werden  sodann  als  Specialfälle 
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gewisser  Fundamentalgruppen  dargestellt  werden,  von  denen  in 
Räume  nur  eine  einzige  vorhanden  ist.  Endlich  wird  gezeigt 
den,  wie  jede  aus  beliebig  vielen  Punkten  in  irgend  welchem  I 
gebildete  Gruppe  als  specieller  Fall  einer  solchen  Fundam 
gruppe  aufgefasst  werden  kann.  Hiermit  ist  dann  die  ganze  Mi 
faltigkcit  der  Erscheinungen,  welche  in  den  Formen  der  I 
gruppen  sich  darbietet,  auf  gewisse,  nur  von  der  Anzahl  der  I 
abhängige  Grundtypen  zurückgeführt. 

Des  bequemeren  Verständnisses  wegen  werden  der  allgen 
Untersuchung  jedesmal  die  für  die  Gebiete  der  vier  ersten  L 
sioncn  geltenden  Betrachtungen  vorausgeschickt  werden. 


1.     Gruppen  von  (n-^-^)  Punkten  im  ti-dimensionalen  Raui 

1.  Gebiet  der  Geraden.  —  Sei  ein  Punkte  aus  den  Po 
«I  und  62  mittelst  der  Zahlen  «j  und  «2  abgeleitet,  sodass 

(1)     a;  =  cfiCj  +  a2e2  («1  +  ««""!) 

Dann  sind  hinsichtlich  der  Vorzeichen  von  or,  und  «2  zwei  Fä 
unterscheiden. 

1)  Kein  Factor  a  negativ.    Aus  (1)  folgt 

of,  (a;  — ^i)  =  a^ie^  —  sr) 

Demnach  sind  die  Strecken  (e^ — x)  und  (x—e^)  gleichgeri 
d.  h.  X  liegt  zwischen  c,  und  cg,  oder,  wie  wir  festsetzen,  ai 
positiven  Seite  von  Cj  und  auf  der  positiven  Seite  von  cg. 

2)  Ein  Factor  a  negativ.    (Zwei  Fälle).    Z.  B. 

Dann  ist 

«/(«,  —  x)  =-  «2(62  — «) 
oder 

Cj  —  X       a^ 

Cg  —  X  Ofj' 

Die  Strecken  (e^  —  x)  und  (e^  —  x)  sind  also,  da  ihr  Qa 
positiv  ist,  gleichgerichtet;  d.  h.  der  Punkt  x  liegt  ausserha 
Strecke  («1— «2)1  ^^^  zwar,  da 

a2  -    a,'  =  1 

also  «2  >  ai     sein  muss,  jenseit  desjenigen  Punktes  («2))   ^ 
dem  Punkte  mit  negativem  Factor  (c^)  gegenüberliegt,  oder,  ; 
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losgedrflckt,   auf  der   negativen   Seite   von  e^  und    der   positiven 
TOD  «,. 

Aas  (1)  folgt  jetzt 

a,  Cj  =  («2  —  «lO  «  +  «i'  «1 

Da  diese  Gleichung  hinsichtlich  der  Vorzeichen  der  einzelnen 
Factoren  mit  (1)  tthereinstimmt,  so  folgt,  dass  „drei  Pnokte  auf 
einer  Geraden  nur  auf  eine  einzige  Art  eine  Gruppe  bildeu  kön- 
nen^, wie  anch  die  Anschauung  lehrt  ^).  . 

2.    Gebiet  der  Ebene.  —  Sei  ein  Punkt  x  aus  den  Punkten 
^1'   Ht  ^  mittelst  der  Zahlen  or^,  otj,  «3  abgeleitet,  sodass 

(2)     «  «rfiei+ajCj  +  ofsej,  («j +  aa  +  «3  ==  1) 

l>ann  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Kein   Factor   negativ.     Sei  x^  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden (xe^)  und  («9^3),  so  ist  nach  (2) 

(ff«  +  «s)^i  "*•  (ai  +  a»  +  «3)«  — «i^^i  =  ff2«2  +  a3«3 

d.  \l  xi  liegt  zwischen  ^  und  e^,  und  auf  der  Geradon  (xcj)  jenseit 
a^.  Hiemach  liegt  x  zwischen  e^  und  arj,  d.  h.  innerhalb  des  Drei- 
ecks (ejtfjCj),  oder,  wie  wir  festsetzen,  auf  der  positiven  Seite  von 
jeder  der  drei  Geraden  (e^e^)^  («jCg),  (e^Ci). 

2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 

a,  =  —  a/ 
(Drei  Fälle).    Dann  ist 

(«l  +  »8)^l  =  (««  +  «3  — «!*)«  + «j'^   ■*  a2<'2  +  «3«3 

Hiemach  liegt  x^  zwischen  x  und  cj,  folglich  «  auf  der  Geraden 
(«1«)  jenseit  xj,  d.  h.  ausserhalb  des  Dreiecks  {e^e^e^)^  und  zwar  im 
Nebenwinkolraum  jenseit  derjenigen  Geraden  («263),  welche  dem 
Paukte  mit  negativem  Factor  (€,)  gegenüberliegt,  oder,  anders  aus- 
gedrückt, auf  der  negativen  Seite  von  (c2<'3)  und  auf  der  positiven 
^®r  beiden  anderen  Geraden. 

Da  die  Gleichung 

(3)    x=  — a/ci  +  a2«»  +  «3^3 
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nicht  auf  die  Form  (2)  redacirbar  ist,  so  haben  wir  es  hier  mit 
einer  von  der  ersten  verschiedenen  Punktgruppe  zu  tan.  —  Be- 
stimmt man  aus  (3)  einen  der  Punkte  ^,  «s«  ^S)  so  bleibt  die  Com- 
bination  der  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  unverändert,  d.  h. 
jeder  der  vier  Punkte  hat  in  Bezug  auf  die  drei  übrigen  die  gleiche 
Lage. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«2  =  —  Ö2  1      «8  =  —  ttj 

(Drei  Fälle).    Dann  ist     . 

(««'  +«80 ^i  •*=  «I <»i  —  («1  —  ^2  —  ^z) «  =•  «s'«i  +  «»'«8 

Hiernach  liegt  x^  auf  der  Geraden  (xe^)  jenseit  «i,  folglich  x  aaf 
der  Geraden  e^^x^  jenseit  «i ,  d.  h.  ausserhalb  des  Dreiecks  K^s^),  «- 
und  zwar  im  Scheitelwinkelraum  jenseit  desjenigen  Punktes  e^,  welcher  ": 
der  Verbindungslinie  der  negativen  Punkte  {e^e^)  gegenttberliegt. 

Da  die  Gleichung 

auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  sie  mit  (2)  übereinstimmt,  so  ent — d 
steht  im  Falle  3)   keine  neue  Punktgruppe.    —    „Es  können  dabei 
vier  Punkte  in  einer  Ebene  nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  ein 
Gruppe  bilden  ^)'*. 

Entweder  nämlich  bilden  alle  vier  zusammen  ein  concaves  Vier* 
eck,    oder  drei  von  ihnen  bilden   ein  Dreieck,   welches  den  vierte: 
einschliesst.    Ein  Grenzfall  ergiebt  sich,  wenii  drei  Punkte  in  ein 
Geraden  liegen. 

3)  Gebiet  des  Raumes.  —  Sei 

(4)      X  =  aiCi+«2«8  +  «8«8  +  «4«4      («l  +  «2  +  «8  +  «4  —  1) 

1)  Kein  Factor  negativ.  Sei  «i  der  Schnittpunkt  der  Gerad^^  eo 
(xe^)  und  der  Ebene  («2^^4)9  so  ist 

(«S+«3+«4)'l  ^  («l+ffs  +  «S  +  «4)«  — «1«!  =  «2«l  +  «8«8  +  «4< 

d.  h.  2*1  liegt  in  der  Fläche  des  Dreiecks  {e^e^e^y  und  auf  der 
raden  {xe^  jenseit  x.    Hiernach   liegt  x  zwischen  e,  und  «x,  d. 
innerhalb  des  Tetraeders  {e^e^e^e^)^  oder  auf  der  positiven  Seite  "^ 
jeder  der  vier  Ebenen  (e^e^e^),  {e^e^e^)^  («s^^^i)?  («4«i««)- 


1)  Vgl.  System  der  Raumlehre  I.  S.  71—74. 
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2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 


«1  ^ «/ 


(Vier  Fälle).    Dann  ist 

Hiernach  liegt  r^  zwischen  x  und  «,,  folglich  x  auf  der  Geraden  (e^r^) 
jeoseit  Zj,  d.  h.  ausserhalb  des  Tetraeders  (e^e^e^e^)  und  zwar  im 
Nebcneckenraume  ^)  jenseit  derjenigen  Ebene  (e^e^e^)^  welche  dem 
Degati?en  Punkte  («,)  gegenüberliegt,  oder  auf  der  negativen  Seite 
der  Ebene  {e^e^ej^  auf  der  positiven  der  übrigen  drei  Ebenen. 

Die  Gleichung 

(5)         x  =  — a/«j+Cf2€2  +  «3«3+«4«4 

^t  nicht  auf  die  Form  (4)  reducirbar,   und   stellt  daher  eine  neue 
Punktgruppe  dar. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«i  =  —  «s'»    «4 «4' 

(Sechs  Fälle).    Dann  ist 

(«a  — «3'— flf/)irj  «  («1  +  «!  — «3'— «4')aJ  — «1^1  =a^«j~  ct^^z'-^^U 

Demnach  liegt  x^  in  dem  jenseit  e^  gelegenen  Scheitelwinkelraume 
<ies  Dreiecks  {e^e^e^)^  und  auf  der  Geraden  (xe^)  jenseit  des  Punktes 
^-  Letzterer  liegt  also  in  dem  jenseit  der  Kante  (e^  e^)  (welche  der 
Verbindungslinie  der  negativen  Punkte  gegenüberliegt)  gelegenen 
Nebenscheitelockenraume. 

Die  Gleichung 

X  =•  «lei+aa^s  -«8'«3"~«4'«4 

kann  auf  die  Form  gebracht  werden 

«i«i  ■='  «+a3'«3  +  «4'«4— ««^ 

^Bt  somit  auf  die  Form  (5)  reducirt  und  stellt  eine  Punktgruppe  dar 
von  derselben  Art  wie  diese. 

Bestimmt  man  aus  (5)  den  Punkt  e^,  so  zeigt  sich,  dass  er  zu 
^''  ^8)  ^4  <^6  gleiche  Lage  hat  wie  o:.    Bestimmt  man  aber  einen  der 


1)  Die  hier  und  im  Folgenden  angewendete  Terminologie  der  dreiseitigen 
""^Ke,  welche  ich  zuerst  in  meinem  „Lehrbuch   der  elementaren   Mathematik". 
^  •    S.  40  aufgestellt  habe,  erkl&rt  sich  leicht  Ton  selbst. 
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Punkte  ^j,  63,  «4,  so  hat  jeder  dieser  Punkte  zu  den  übrigen  die  i 
Falle  3)  für  x  ermittelte  Lage.  —  In  der  durch  die  Fälle  2)  und 
gleichzeitig  dargestellten  Gruppiruug  der  fünf  Punkte  haben  a1 
zwei  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  in  einem  Nebe 
eckenraume  des  von  den  anderen  gebildeten  Tetraeders  liegt,  u 
drei  Punkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  in  ein^ 
Nebenscheiteleckenraume  des  von  den  anderen  gebildeten  Tetraede 
liegt. 

4)  Drei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«2  =  —  «a'i     «3  =  —  «s'i    «4  —  —«4' 
(Vier  Fälle).    Dann  ist 

(«2'+ «3'+ «4')«!  =*  «1^1  -(«,  —  «2'— flfa'— «4')« 

="  «2'«S  +  «8'«S  +  *^'«4 

Der  Punkt  x^  liegt  diesmal  im  Dreieck  (626^64)^  aber  auf  der  G —  e- 
raden  (xe^)  jenseit  e^,  folglich  x  im  Scheiteleckenraume  jenBeit  d-^^r 
Ecke  «j,  welche  der  Verbindungsebene  der  drei  negativen  Pnnl^^Lte 
(«,,  C3,  «4)  gegenüber  liegt. 

Da  die  Gleichung 

a;  =  «i  ej— «g'cg  — ««'«3  — a4'c4 
auf  die  Form 

«je,  =  a;-|-ff2'«2  +  «3'<^+«4'«4 

gebracht  werden  kann,  so  stellt  sie  eine  ebensolche  Punktgmp^E^ 
dar  wie  (4).  „Hiernach  können  fünf  Punkte  im  gewöhnlichen  Rauc^v^^ 
nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  eine  Gruppe  bilden". 

Entweder  nämlich  sind  sie  die  Ecken  eines  aus  zwei  Tetraede^^^ 
(1234,  5234)  zusammengesetzten  Hexaeders,  oder  vier  von  ihn^^^ 
(1245)  bilden  ein  Tetraeder,  welches  den  fünften  (3)  umschlies^^^ 
Ein  Grenzfall  entsteht,  wenn  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

4.    Gebiet  des  vierdimensionalen  Raumes.  —  Sei 

(6)    X  =  a^Ci+a^e^  +  a^e^^-^-a^e^+a^e^   {ai  +  a^  +  a^+a^  +  a^'»       ^) 


1)  Kein  Factor  negativ.    Man  findet  analog  wie  oben, 
X  in  dem  Fünfzell  liegt,  dessen  Ecken  Cj,  Cg,  «3,  «4,  65  sind,  und  •''■' 
der  positiven  Seite  der  fünf  Räume 

(eic^e^e^)^     («2  «3  ^^4  ^5)1     (^C4^5«i)5     (04^5  «1^)1     («6«i««^) 

2)  Ein  Factor  negativ,  z.  B. 
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(^Fflnf  Fälle).  Dann  liegt  x  ausserhalb  des  Fünfzells  (eie^e^e^e^) 
mid  zwar  jenseit  des  Raumes  (e^e^e^e^)^  welcher  der  Ecke  mit  nega- 
tiTem  Factor  (e^)  gegenüberliegt,  oder  auf  der  negativen  Seite  des 
Raomes  (e^e^e^e^)^  auf  der  positiven  der  vier  übrigen  Räume. 

Die  Gleichung 

(7)    »«=•  — ff/<5,+a,«8+a8«s  +  a4«4  +  a5C5 

ist  nicht  auf  (6)  reducirbar,   und  stellt  daher  eine   neue  Punkt- 
^Toppe  dar. 

3)  Zwei  Factoren  negativ,  z.  B. 

a,  «»  —  a,*,       ag  «  —  a^' 

CZehn  Fälle).  Dann  liegt  x  wieder  ausserhalb  des  Fünfzells,  und 
z^ar  jenseit  der  Ebene  («3^405),  welche  der  Verbindungslinie  der 
nnit  negativen  Factoren  versehenen  Punkte  (e^,  e^)  gegenüberliegt, 
oder  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  (e^e^cr,),  auf  der  positiven 
Seite  von  jeder  der  neun  übrigen  Ebenen. 

Die  Gleichung 

l&sst  sich  auf  keine  der  Formen  (6)  und  (7)  reduciren  und  stellt 
daher  eine  neue  Punktgruppe  dar. 

Bestimmt  man  aus  Gleichung  (8)  einen  der  Punkte  «t,  .  .  .  e^, 
^  findet  sich  rechts  stets  dieselbe  Combination  der  Vorzeichen, 
Bimlich  dreimal  H"  und  zweimal  — .  Man  schliesst  daraus,  dass  bei 
dieser  Gruppirung  jeder  der  6  Punkte  in  gleicher  Lage  zu  dem  von 
den  fünf  übrigen  gebildeten  Fünfzeil  sich  befindet. 

4)  Drei  Factoren  negativ,  z.  B. 

«S  "■  —  ^3^         O4  «  —  «4',        «5  =-  —  ttß' 

(Zehn  Fälle).  Der  Punkt  x  liegt  jetzt  jenseit  der  Geraden  («1«^), 
^  der  Ebene  der  mit  negativen  Factoren  versehenen  Punkte  (e^e^e^) 
Segenflberliegt. 

Die  Gleichung 

X  =  aj  <?j  4- ffg  Cj  —  «3^3  —  »4' C4— ffß' <?5 

kann  auf  die  Form 

^^nlL  d  Math.  u.  Physik  2.  B«iho,  T.  X.  19 
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gebracht  werden  and  stellt  daher  eine  eben  solche  Pnnktgrnppe   da 
wie  (7). 

Bestimmt  man  aas  (7)  einen  der  Pankte  a,,  a^,  a^,  05,  so  nimmt 
derselbe  za  den  übrigen  dieselbe  Lage  ein  wie  im  Falle  4)  der 
Pankt  X.  Es  haben  demnach  in  der  dnrch  die  Fälle  2)  und  4) 
gleichzeitig  dargestellten  Grappirang  der  sechs  Pankte  zwei  Punkte 
die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  aaf  der  negativen  Seite  eines 
das  Fttnfzell  der  fünf  übrigen  begrenzenden  Tetraeder  liegt,  and 
vier  Pankte  haben  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von  ihnen  jcnseit 
einer  Kante  jenes  Fünfzolls  liegt. 

5)  Vier  Factoren  negativ,  z.  B. 

«j  -«  —  a,',     ffg  «  —  ofj',     «4  =  —  a^',     «5  =  —  a^' 

Der  Pankt  x  liegt  jetzt  jenseit  der  Ecke  (cj),  welche  dem  Tetraeder 
der  mit  negativen  Factoren  versehenen  Pankte  (e^e^e^e^)  gegen- 
überliegt. 

Die  Gleichang 

kann  aaf  die  Form 

gebracht  werden  and  stellt  daher  eine  eben  solche  Panktgrappe  dir 
wie  (6). 

„Hiernach   können   sechs  Punkte  im   vierdimensionalen  Baome 
„aaf  drei  verschiedene  Arten  eine  Gruppe  bilden". 


Entweder  nämlich  (Fall  3)  sind  alle  sechs  die  Ecken  eines  »«* 
zwei  Fünfzellen  (12345),  (62345)  zusammengesetzten  Achtzells  (wobei 
das  beiden  Fünfzellen  gemeinsame  Tetraeder  (2345)  in  das  Innere 
des  zusammengesetzten  Körpers  fällt,  sodass  zur  äusseren  Bcgren* 
zung  jedes  der  beiden  Fünfzelle  nur  vier  Tetraeder  liefert). 

Oder  (Fall  2  und  4)  zwei  Punkte  (5 ,  6)  liegen  auf  entgege»" 
gesetzten  Seiten  des  durch  die  vier  übrigen  bestimmten  dreidiiw«- 
sionalen  Raumes  (oder,  anders  ausgedrückt,  auf  entgegengesetzt^^ 
Seiten  des  von  den  vier  übrigen  gebildeten  Tetraeders  (1234). 

Oder  fünf  von  ihnen  bilden  ein  Fünfzeil  (12346),  welches  den 
sechsten  (5)  umschliesst.    (Fall  1  und  5). 

5.    Gebiet  des  n-dimensionalen  Raumes.  ^  Sei 


.1 
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(9)    X  —  ai«,4-  •  •  •  +«ii+l«ii+l         («1+  .  .  .  +ffi»+l  —  1) 

1)  Kein  Factor  negativ.  —  Der  Pankt  x  liegt  in  dem  durch 
iie(ii-f-l)  Punkte  ei,  .  .  .  en^x  als  Ecken  bestimmten  n-dimen- 
iooaleD  Tetraeder  (oder  n-dehnigen  (n-j-  1)-Eck  ^)).  Anzahl  der  Fälle 

n  Factoren  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  der  Ecke 
oder  des  0-dehnigen  l-Ecks),  welche  dem  negativen  (n—  l)-dehnigen 
-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(„  +  l).i-n+l 

2)  Ein  Factor  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  des 
*i-l)-dehnigen  n-£cks,  welches  der  durch  den  negativen  Punkt 
lirgestellten  Ecke  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

(n+l)*--.(»+l)-^-»+l 

(n— 1)  Factoren  negativ.  —  Der  Punkt  x  liegt  jenseit  der 
Kante  (oder  des  1 -dehnigen  Zweiecks),  welche  dem  negativen  (n-2)- 
iehnigen  (n  —  1)-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

3)  Zwei   Factoren   negativ.   —   Der  Punkt  x  liegt  jenseit 

les  («  —  2) -dehnigen  (n— 1)-Ecks,  welches  der  durch  die  negativen 

dankte  bestimmten  Kante  (1-dehnigem  Zweieck)  gegenüberliegt.  An- 

KAkl  der  Fälle 

(ii  +  l)-(— 1)  «  («+!)•* 

(n--2)  Factoren  negativ.  Der  Punkt  «  liegt  jenseit  der 
Fläche  (oder  des  2-dehDigen  Dreiecks),  welche  dem  negativen  (n— 3)- 
Mnigen  (n— 2)-Eck  gegenüberliegt.    Anzahl  der  Fälle 

Allgemein: 

„Sind  in  dem  Ausdruck  (9)  r  Factoren  negativ,  so  liegt  der 
nPonkt  X  jenseit  des  (n  — r)-dehnigen  (n  — r+l)-Ecks,  welches  dem 
«negativen  (r  — l)-dehnigen  r-Eck  gegenüberliegt.    Die  Anzahl  aller 

..PlUeist 

(»  +  !)•  (••-•'+i)  =  (n  +  l)-«' 


1)  Die  erst«  dieser  Bezeichnangen  habe  ich  ia  der  „Theorie  der  hoaogen 
'"•inoMogetelxteD  Raongebilde*'  (Nota  Acu  Acsd«  Leop.  Carol.  Bd.  44. 
^r*  4.    S.  459)  eingefftfart.  die  zweiu  rftbrt  ron  Hrn.  Hoppe  her. 
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geringerer  DimcDsioucDzahl  enthalten  sind) ,  and  durch  (r  —  7t  —  1) 
anf  einander  folgende  Projectionen  im  »<-dimcnsionalen  Räume  ab- 
gebildet werden  können,  so  giebt  die  im  letzten  Satze  ermittelte 
Zahl  gleichzeitig  an,  auf  wie  viele  wesentlich  verschiedenen  Arten 
eine  Fondamentalgrappe  in  einen  Kaum  mit  geringerer  Dimensionen- 
zahl  projicirt  werden  kann. 

Aach  sieht  man,  dass  in  der  Tat,  wie  schon  im  Eingang  be- 
merkt, jede  beliebige  Grappe  von  r  Punkten  in  einem  Raame  mit 
ff  Dimensionen  als  Projectionsgobilde  einer  Fundamontalgruppe  des 
(r  — l)-dimcnsionaIen  Raumes  angesehen  worden  kann.  * 

Hagen  i/W. 
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XV. 

Ueber  die  einem  Dreicke  ein-  nnd 
angeschriebenen  Kreise  und  Kegelschnitte. 

Von 

Andr.  MQIIer. 


Die  folgcndüu  Uütcrsuchuugeii  bilden  die  Fortsetzang  ood 
weiterang  der  ^  früher   in  dieser  Zeitschrift  von  mir  veröffentlicht 
Abhandlungen:    „Ueber   den   Brocard'schen   Kreis   etc/^'),    nnd 
sollen    die   dort   zur   Verwendung   gekommenen    und    barycentri 
aufgeführten   Formeln    nunmehr   in   barycentralem    Sinne    geden 
werden  *),    Während  nämlich  dort  drei  Punkte 

A'  =  rA+i/B  +  tC 
B'  =  sA  +  tB+rC 
C'  =  tA  +  rB+i/C 

durch  ihre  Coordinalen    r,     «,    <  als    gegeben    betrachtet    werd^ 
und  diese  Grössen  die  Abstände  der  Punkte  A\  B\  C  von  den 
treffenden  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  dividirt  durch  die  bezü^ 
Höhen  des  Dreiecks   darstellten,  sollen  nunmehr  drei  Gerade 
trachtet  werden,  welche  durch  die  Identitäten  bestimmt  sind 


J. 


1)  S.  2.  R.  T.  VIII.  S.  337  ff.  and  S.  B,  T.  IX.  S.  113  ff.  dieser  Zeit- 
ichrift 

S)  Die  Anregung  zar  FortfdhniDg  jener  Unteriachangen  in  dem  an^ 
gebenen  Sinne  erhielt  ich  ron  Herrn  UoiTersitätoprofessor  Dr.  Brill  in  Tft- 
bingen.  wof&r  ich  ihn  biemit  meinen  w&nnsten  Dank  darbringe. 
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B*C'  =  rBC+sCA  +  tAB 
CA  =i/BC+tCA+rAB 
A*B'  ^tBC+rCA+sAB 

and  fflr  welche  die  Grössen  r,  «,  t  die  Verhältoisse  der  Entfernungen 
der  £cken  des  Fundamentaldreiecks  von  den  durch  sie  gegebenen 
Geraden  darstellen,  so  dass  also  beispielsweise  ^r,  p«,  pt  die  Längen 
der  von  il,  B^  C  Mi  B*C'  etc.  bzhw.  gefällten  Senkrechten  sind, 
wenn  man  unter  ^  irgend  eine  Gonstante  versteht 

Ziehen  wir  nun  drei  weitere  Gerade  in  den  Kreis  unserer  Be- 
trachtung, welche  durch  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen 
UQd  die  gegenüber  stehenden  Dreiecksseiten  in  den  Punkten  L,  3f, 
A"^  schneiden  und  w^che  da  bestimmt  sind  durch  die  Ausdrücke 

AL  =  pCA+qAB 
BM  =  pAB  +  qBC 
CN  =  pBC  +  qCA 

SO  teilen  diese  Geraden  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  äusser- 
lich  im  Verhältniss  ven  piq^  denn  die  Schnittpunkte  sind  bestimmt 
durch  die  Relationen: 

L^qB-'pC 

M^'-pA  +  qC 

N^qA^pC 

Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Geraden 
AL,  BM^  CN  mit  den  Geraden  B^C,  CA*,  A'B'  bzhw.,  so  erhalten 
vrir  fQr  den  ersten  Schnittpunkt 

api  :  Xj  :  «8  «  {pi — qs)  :  qr  :  —  pr 

für  den  zweiten 
Ar  den  dritten 

^  nun  aber  die  Determinante 


—  0 


pt  —  qs, 

V^ 

-pr 

-pt. 

ps^qr, 

g^ 

Vy 

— P*» 

pr^qt 

^^  80  liegen  die  Schnittpunkte  in  einer  Geraden. 


8.  45  ff. 


1)  BellarUii:    Sposizione   dei    nnovi    metodi    di    geometria    analitica    95 
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Bestimmt  man  die  Coordinatcn  der  Schnittpunkte  der  Geradon 
AL^  BM^  CN  mit  den  anderen  Seiten  des  Dreiecks  A*B'C'  and 
bildet  die  betr.  Determinanten,  so  sind  diese  yon  der  eben  bctracb- 
teten  nicht  wesentlich  verschieden  und  aus  dieser  durch  cyklische 
Vertauschung  der  Colonnen,  bzhw.  Reihen  zu  erhalten,  so  dass  sieb 
die  Sätze  ergeben: 

Wenn  man  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Piiul^^^ 
L,  M,  JN  in  demselben  (beliebigen)  Verhältniss    teilt  und  die  T^^' 
punkte  mit  den  gegenüber  stehenden  Ecken  verbindet,   so  Hegern  \^ 
drei  Schnittpunkte 

1.  von  AL  mit  B'C,  EM  mit  C*A\  CN  mit  A'B' 

2.  von  AL  mit  CA*,  BM  mit  A*B\  CN  mit  B'C 

3.  von  AL  mit  A  B\  BM  mit  B*C\  CN  mit  CA' 

in  gerader  Linie. 

Die  Coordinatcn  der  drei  Geraden,   deren  jede  durch   drei  zn- 

sammengehörige  Schnitte   auf  die  Seiten  des  Dreiecks   A'BC  g^  — ebt, 
ergeben  sich  aus  den  betr.  Determinanten: 

1)  ttj  :  Mj  :  W3  =  r(;;2#-f  q^t—pqr)  :  t ( p'r -\- q*8 — pqt) 

:  8{p^'\-q^ — pqs) 

2)  Wi  :  u^  :  n^  =  ^(j)V-f-(Z**  -  pqf)  J  ^(p^t-\-q^s  —  pq«) 

:  r(ph-\-q*t^pqr) 

3)  11^  :  Mg  :  M3  =  sip^i-^-q^r—pqs)  :  r{ph'{-q^t-'pqr) 

:  tiP^r-^-qh'-pqt) 

Um  nun  au  das  Gesagte  weitere   Schlüsse  knüpfen   zu  köi»  '^^^^ 
transformireu  wir  die  Coordinatcn  in  Bezug  auf  das  Dreiek  A'  '  ^''^ 

Da  wir  aber  für  die  Geraden  B'C,  C'A\  A*B*  die  Identit 

hatten 

B'C  =  vBC+aCA-^-tAB 

C'A'=8BC+tCA  +  rAB 

A'B'  =  tBC+rCA+sAB 


C 
.teu 


so  ergiebt  sich,  falls  man 


setzt, 


r,  «,  t 
8,  I,  r 
I,     r,     * 


—  '•«+'/5+'y 
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ff  =  ßA  +  yB-\-aC 

C  ^yA  +  ctB-^ßC 

A  =  iyß-ct^)  i'  +  («y-  ß^)B'  +  iaß  -  y^)C* 

A  =  rA''\'$B*  +  tC* 
B  =  sA'  +  tB'-{-rC' 
C=tA'-{-rB*-\-8C* 

aeln  lassen  erkennen,  dass  das  gegebene  Dreieck  ABC  zu 

:k  A'B'C  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  das  (verall- 

I  Brocard'sche  Dreieck  zum  Fundamentaldreieck,  so  dass 

man 

r  '^  a*^    8  =  c^^    t  =  h^ 

Punkte  -4,  B,  C  in  Bezug  auf  das  Dreieck  A'B'C  die 
len  Punkte  (im  engeren  Sinne)  darstellen.  Construirt  man 
3sen  Fall  das  Dreieck  A'B'C' ,  so  hat  man  die  Aufgabe 
n  die  Brocard*schen  Punkte  gegeben  sind,  das  dazu  ge- 
damentaldreieck  zu  finden.  Da  aber  dann  der  Brocard- 
für  A'B'C  der  dem  gegebenen  Dreieck  ABC  umgeschrie- 
0  möge  die  Construction  des  Dreiecks  A*B'C\  wie  sie 
n  oben  für  B'C\  C A\  A'B'  aufgestellten  Identitäten  er- 
iurz  angeführt  werden. 

eu  zu  diesem  Zwecke,  wie  früher,  die  Brocard'schen 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  A2f  B^,  C^  bezeichnet 
;n  die  Schnittpunkte  der  Geraden  AA^^  AB^^  AC^^  BA2 
n  Gegenseiten  des  Dreiecks  bzhw.  Aa,  Aß^  Xy,  Ba  etc., 
T  zu  Aa  rcciproke  Punkt  A—a  derjenige  auf  BC^  welcher 
ISO  weit  absteht,  wie  Aa  von  B.  Es  seien  ferner  die  zu 
ßtc.  harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  die  Eckpunkte 
nentaldreiccks  A—a^  A-b  etc.,  und  die  den  Schnittpunkten 
n  Af*i^  BG2,  CG^  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks  har- 
gcordneten  Punkte  Ga,  Gty  Ge^  dann  erhält  man  für  die 
ite  der  Geraden  B'C  mit  den  Seiten  BC,  CA^  AB  bzhw. 

Ga  =  b^B  —  c^C 
B.^a^-'b^A  +  a^C 
C-a^c^A-^a^B 

mittpunkte  von  CA'  mit  CA,  AB,  BC  bzhw. 
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Ä-b=      a^ß  —  b^C 

endlich  für  die  Schnittpunkte  A'B'  mit  AB,  BC,  CA  bzhw. 

Gc  =  a^A—b^B 
Ä^  =  c^B  -  a^C 
B^c^—t^A  +  b^C 

Man  braucht  also,  um  für  den  gegebenen  Fall  das  Dreieck  A'B'C 
zu  construircn,  nur  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Ponkten 
A^B^C^^zu  vorbinden,  zu  den  Schnittpunkten  dieser  mit  den  Gegen- 
seiten die  reciproken,  zu  diesen  endlich  die  harmonischen  Punkte  zo 
zeichnen,  wie  es  durch  die  erhaltenen  Formeln  angezeigt  ist,  am  je 
zwei  Punkte  der  Geraden  B*C*  etc.  zu  erhalten.  Die  Punkte  Ga, 
Ghy  Gc  die,  wie  oben  gezeigt,  auch  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
A*B'C*  liegen,  können  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Zeicbnaag 
verwertet  werden. 

Kehren  wir  nun  zur  Transformation  der  Coordinaten  zurück,  so 
erhalten  wir  aus  den  obigen  Formeln 

CA  =  /^Ä'C*  +  yC'^*+a^'/r 

AB  =  yB'C-^-uCW^fB'C* 
mithin 

Ä.V=(|»y+i,a)/^r'  +  (|>a  +  «|J)r'i  -f(/./J  +  «7MMl' 

Fat  den  Schnittpankt  der  G«f«deii  AL  mx  »C  erkilt  ■«■  in  ^^ 
iig  ;iif  A^H-C   ^  FoiMiui^ttldr^wck 

F4r  d^  Schutt  voi  BM  mit  c 'a^  kst  mia  f«ner 

Für  d^  5c&aL:t:{Niatk:  «^»a  i.v  ait  AB   ^^hilxk  imäct  ■«» 
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)ordinaten  Uj,  t«,,  ti^  der  Geraden  aber,  welche  durch  diese 
ittpunkte  geht,  hat  man: 

u^  :  u^  :  u^  =^  Im :  mn  :  nl 

reraden  nun,  welche  man  für  die  verschiedenen  Werte  von 
Lof  die  angegebene  Weise  erhält,  umhüllen  einen  Kegel- 
elcher  dem  Dreieck  A'B'C*  eingeschrieben  ist.  Soll  dieses 
lein,  so  müssen  die  Coordinaten  tt|,  t«,,  t^  derselben  der 
genügen 

r/,  g  und  h  Constante  sind,  deren  Werte  durch  zwei  6e- 
che  den  Kegelschnitt  umhüllen,  bestimmt  werden  können, 
rir  hiezu  die  beiden  Geraden,  die  für  die  besonderen  Werte 

p  -=■  0    und  5  =»  0 

?erden,  also  die  Gerade,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
rc\  CB  mit  A'C'  und  ^C  mit  i4'Ä',  und  diejenige,  welche 
t  Schnittpunkte  von  CA  mit  B'C\  von  AB  mit  A'C  und 
nit  A'B'  geht,  so  hat  man  für  die  erste 

t*i  :  ti,  :  wj  —  «jJ  :  «y  :  /Jy 
ie  zweite 

t*i  :  ti,  :  wj  —  «/  :  /Sy  :  aj5 

lan  zur  Bestimmung  der  Coustanten  /,  y,  h  die  Gleichungen 

ap   *    ay  *   py 

/  +  |.  +  A     0 

oy  *   PY       *r 
1  sich  ergibt 

f:g:h  —  (a^  —  ßy) :  (y*  —  a/3) :  (/3*  -  oy) 

icirt 

f:g:h  '^  r  :  t  :  s 

s  also,  wenn  die  obige  Behauptung  sich  als  richtig  erweisen 
Gleichung  erfüllt  sein: 


r  t  s 

Im*^  mn'^  nl 


Utk.  XL,  Phji.    8.  ReUie,  T.  X. 


SO 
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oder,  wenn  man  die  Nenner  beseitigt  und  für  i,  m  und  n  ihre  Werte 

setzt 

r(pß  +  qy)  +  t(pa+qß)+s(py+qa)  =  0 

Dieses  ist  aber  der  Fall,  denn  auf  Grund  der  Determinante  J  sieht 
man  sofort,  dass  die  Gleichungen  zurecht  bestehen 


und 


rß  +  ta+sy  —  0 
ry+iß+sa  =  0 


Um  nun  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  der  umhüllte  Eegelscbaitt 
auch  ein  Kreis  sein  könne,  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  f&r 
diesen  Fall  die  Constanten  f^  g^  h  vier  verschiedene  Werte  haben 
können,  nämlich^) 

1.  fig:h  =  da:8b'Se 

2.  /•:^:A  =  tf:(-^e):(— ^ö) 

3.  /-iflFiA  — (— ^c):tf:(-^a) 

4.  /:flF:Ä«  (—^ö)  :(—*«):  tf 


wenn  zur  Abkürzung 

da '^  b'-\-c — a,       oft  «■  a-{-c  —  *>      de  ^^  a-^b  —  c; 


i+fc+^ 


gesetzt  wird,  und  o,  6,  c  die  Längen  der  Seiten  des  Dreiecks  A*^^ 
bezeichnen. 

Da  nun  aber,  wie  wir  oben  allgemein  gesehen,  die  Propor^^^ 
bestehen  muss 

so  sind  durch  die  vier  obigen  Gleichungen,  wenn  wir  von  ^^^ 
Dreieck  A'B'C  ausgehen»  in  Bezug  auf  dieses  Dreieck  viermal  ^ 
drei  zusammengehörige  Punkte  bestimmt,  wdche  die  Eigenscf  *^ 
haben,  dass,  wenn  man  die  Entfernung  von  je  zweien  derselben  ^ 
dem  n&mlichen  Yerhältniss  teilt  und  die  Teilpunkte  mit  dem  drit^ 
verbindet,  diese  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  A'B'C^ 
drei  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Yerlr^ 
dnngslinien  dieser  Schnittpunkte  umhüileii  im  ersten  Fall  den  d^ 


I)  Ftr  dM  erste  Gl  •. 
(asUL  BstawL);   AuaL   Qtom. 
Alt  1(1  p.  lU. 


ie:  Sp.d.m.  b.  ISO  p.  71,  Ar  die  ibri^ 
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Qod  diese  bildeo  mit  (?-.<f  ein  Brocard'scbes  Dreiedc  (im  weiteren 
Sinne).  Ebenso  verbftlt  es  sieb  mit  den  zu  diesen  redproken  Pankten 
G^,  nnd  Od. 

p  e 

« 

Die  drei  erwähnten  Kegelschnitte  haben  nnn  ausser  den  drei 
Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  noch  je  eine  Tangente  gemeinsam.  Für 
den  Kreis  nnd  jp  »  0  erhält  man  die  Gerade 

A  =  aßB'C'+ayC'A'+ßyA'B' 

diese  erhält  man  aber  auch  für  die  zweite  Ellipse  und  g  —  0.  FQr 
den  Kreis  und  g  —  0  erhält  man  die  Gerade 

fA  =  ayB'C'+ßYC'A'+aßA'B* 

diese,  erhält  man  aber  auch  für  die  erste  Ellipse  und  farp  =  0. 
FQr  die  erste  Ellipse  nnd  ^  «  0  hat  man  endlich  die  Geradt 

v  =  ßYB'C*+aßC'A'+afA'B' 

diese  erhält  man  aber  anch  für  die  zweite  Ellipse  und  tfkr  p^O. 
Es  ist  also  die  Gerade  k  die  dem  Kreis  nnd  der  zweiten  Ellipse, 
die  Gerade  (n  die  dem  Kreise  und  der  ersten  Ellipse,  die  Gerade  f 
die  den  beiden  Ellipsen  gemeinsame  Tangente.    Diese   Tangentes 
sind  in  der  beigc^benen  Zeicbnong  mit  0,  1  nnd  1'  bezdchset, 
entsprechend  (bis  anf  1')  den  Obrigen  BeseichniuigeB,  wdebe  den 
Tangeilten  der  ersten  Ellipse  beigefügt  mmL    Was  aber  diese  6e- 
leicbnittgen  angebt,  so  denke  man  sich  A^  ß^  C,  bahw.  als  Null- 
pnakle  der  Stnscken  AB^  BC  mnd   CA^  betcackte  lener  die  Be- 
wi^ng^^n  Ton  A  lacb  B^  von  B  aack  C;  Ton  C  nach  A  als  poöti^ 
«nd  aebme  flUr  die  aif  der  dirck  AB  beaÜmmtM  Gendea  gataut' 
mm  SiNckei  ah  Maass  die  Strack»  ^L0  ftir  die  aaf  #C  die  Strecke 
BC  tic^  dann  sind  die  aick  eat^preckeatoi  Pukte  aaf  jeder  diese? 
Gfctsden  mit  derselben  Zakl  n  beaeiciwn  ud  mit  ebea  dieser  Zabi 
IM  a«^  jew^eüs  die  m  diesia  Xeipnktm  gAttr^u  Tangente  ter- 


Was  «Mttkli  die  OmsqwXmns  der  PaiAsbe  A^  B^  C  angehti 
w^tcbe  ter  die  dna  Pra^ci^  ji  IM"'  ai^escknebeMa  Kreise  («^ 
£tti|v$l^a^  die  oWa  eixHrtme  Bedwsi^  lafttt,  w  wtsika  dits^be^ 
in  j^balK^ber  WeiHi^  ertuJieia.  ir^e  bei  ^em 
Man  »0^  mböb«  il^.  t)  0^  ia  te*  Sflüe  JtC 
Mi  iMi;  diu  riola 
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man  B*Ä'  im  Verhftltniss  p :  9e  nnd  Ä*C'  im  Verhftltniss 
nsserlich,  B'C'  aber  im  Verhältniss  St :  ^e  innerlich  teilt 
Teilpnnkte  mit  den  gegenüber  stehenden  Eckpunkten  des 
i  verbindet.  Zeichnet  man  dann  auf  den  Seiten  des  Drei- 
!  Punkte,  welche  zu  den  eben  constrnirten  Pnnkteu  rociprok 
)  erhält  man  durch  die  Verbindung  dieser  Punkte  mit  den 
erstehenden  Eckpunktpuukten  des  Dreiecks  als  Schnittpunkt 
rei  Geraden  den  Punkt 

6  Oe  VC 

ineationscentrum  des  gesuchten  Dreiecks  mit  dem  gegebenen, 
an  nun  durch  Gaa  die  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Drei- 
ö'C",  so  schneiden  diese  die  Geraden  Ä'G—aa  etc.  in  den 
ABC.  In  der  beigegebenen  Figur  ist  der  der  Seite  a  an- 
bene  Kreis  bcrücksicbtigt  und  die  Tangeuten  0,  },  2  und  cx> 
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XVl. 

Die  Resultirende  als  Maxima  der  Projectionen 

der  Seitenkräfte* 

Von 

Victor  Thaiimayer. 


Im  Nachstehenden  ist  ein  Gedankengang  verfolgt,  welcher  in 
einfachster  Weise  die  rechnungsmässige  Bestimmnng  der  Grösse  nn^ 
Richtung  der  Resultirenden  sowol,  als  auch  die  Herleitnng  aDderer 
zwischib  der  Resaltirenden  und  den  Seitenkräften  bestehenden  B^ 
lationen  gestattet. 

Es  wird  nämlich  von  dem  Gesichtspunkte  ausgegangen,  da^^ 
Kräfte,  welche  auf  einen  freien  Punkt  einwirken,  sich  zu  grösB*' 
möglicher  Gesamtwirkung  vereinigen  müssen,  mithin  gewissermass^'^ 
ein  Princip  maximaler  Wirkung  zu  Geltung  kommen  muss. 

Schliessen  Kräfte  P„  P^,  P3  .  .  .  mit  der  Kraft  Po  ^^^  Winkel 
«I,  cf,,  «3  ...  ein,  ist  ferner  <p  der  Winkel,  welchen  eine  Ger^^^ 
mit  Po  einscbliesst,  so  ist  die  Resultirende 

i2=.  2:Pcos((p  — a)  ^) 

wenn  (p  aus: 

g-  2  Pcos  ((p  —  a)=  2  Psin  (cp  -  «)  —  0  W 

bestimmt  wird.    Gleichung  II)  mit  einem  beliebigen  Längenmaß  ^ 

multiplicirt  giebt 

2;p/sin(9-ß) -0  D« 


dSfr  Pro)€Ction9n  dtr  Seitenhräß^,  Sil 

lie  Gleichang  der  Btatischen  Momente  mit  Bezug  auf  einen  auf  der 
lesnltirenden  gelegenen  Punkt 

Setzt  man  9>±y  statt  q>  in  Gleichung  III),  so  erhält  man: 

^PZsin(9±y-a)  =-  ±J?Z8iny  IV) 

ie  Gleichung  der  statischen  Momente  fnr  einen  ausserhalb  der  Re- 
ultirenden  gelegenen  Punkt. 

Gleichung  I)  mit  einem  Langenmasse  #  multiplicirt  ergiebt 

Rt  «  2;p«cos(<3P— a)  V) 

ie  Gleichung  zwischen  der  Arbeit  der  Resultirenden  und  jener  der 
eitenkrftfte. 

Resultirende  zweier  Kräfte.  Schliessen  zwei  Kräfte  Pq 
nd  P|  den  Winkel  o  »  0  ein,  so  ist  deren  Besultirende 

R  «  Po+A 
3t  der  eingeschlossene  Winkel  a  =  180^,  so  ist 

R^Fo-Pt 

Da  die  Resultirende  mit  dem  Anwachsen  des  Winkels  a  von  0 
nf  180®  von  Po+-Pn  <Jem  einen  Grenzwert,  auf  Po-"^i  den  andern 
rrenzwert  sich  vermindert,  so  wird  für  einen  zwischen  0  und  180® 
elegenen  Wert  von  o  die  Resultirende  eine  Grösse  annehmen,  welche 
C^o+'^i  ist.  Man  kann  daher  unter  der  Voraussetzung,  dass 
»<  1  und  n  <^  1  für  die  Resultirende  setzen: 

Ä«  mPo4-«A 

Die  Werte  für  m  und  ^n  müssen  nun  derartige  sein,  dass  sich 
IS  selben  die  Grösse  der  Resultirenden  auch  für  die  Grenzfälle 
geben. 

Bezeichnen  wir  mit  q>  den  Winkel,  den  die  Richtung  der  Re- 
Itirenden  mit  Pq  einschliesst,  so  muss: 

■"    o==0  ) 

9,«o!*^""^'    "^""^     ^^^    ^  =  n  +  ^i 

^Q       Jm«l,     n^ 1     und    Ä-Po  — Pi 

r    a «  180® )  ,  ^         j     ,.       „       „ 

9-180®)  *^"'"~'    "*"  Ä«Pi  — Po 

drden. 
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Diesen  Erfordernissen  entsprechen  nun  nnr  die  Werte  cos  9  Ar 
m,  femer  cos  (a  +  q>)  für  n. 

Da' nun,  wenn 

Po-0 

Winkel  q>  als  gleich  mit  a,  nnd  wenn 

Winkel  ip  als  gleich  mit  0  angesehen  werden  moss,  so  ergeben  sich 
als  Grenzwerte  des  Winkels  q>  die  Winkel  a  und  0.  Es  kann  dem- 
nach (p  nicht  ^  als  a  werden,  somit  ist  anch  nnr  der  Wert 
cos(a — q>)  jener,  der  für  unsere  Berechnung  in  Betracht  kommen 
kann. 

Diesem  nach  können   wir  als   Ansdmck  für  die  Resoltirende 
setzen : 

Ä  =  p^  cos  9  4"  ^1  cos  (a  —  9?)  1) 

nnd  da 

C08(a  —  9)  -"  cos(g)  — a) 
anch 

R  -=  PoCOSq>-\'PiCOs(q>  —  a)  2) 

Die  Gleichungen  1)  und  2),  welche  die  Grösse  der  Resaltirenden 
als  Summe  der  Projectionen  der  beiden  Seitenkr&fte  auf  eine  Ge- 
rade erscheinen  lassen,  geben  fOr  verschiedene  Wert  von  9  ver- 
schiedene Werte  für  R. 

Weil  nun  die  Besultirende   nur   eine  bestimmte  Grösse  haben 

kann,  und  weil  augenommen  werden  muss,  dass  die  Einzelkräfte  zur 

grösst  möglichen  Gesamtwirkung  sich   zusammentun  werden,  so  is^ 

es  nahe  gelegt,   dass   für  g>  jener  Wert  zu  nehmen  sei,  der  den 

Ausdruck 

Ä  —  P(>cos  9  +  Pi  cos  (q>  —  a) 

zu  einem  Maximum  macht. 

Wir  haben  demnach: 

g—  =  —  Fo8ing>  — PiSin(g)  — a)  =  0  3) 

und  hieraus 

^"P      Po+Acos« 

Multipliciron  wir  Gleichung  3)  mit  ly  so  haben  wir: 

Po  Z8inip+P,/8in(ip  — a)  -  0  ^^ 

d.  h.  die  Summe  der  statischen  Momente  der  zwei  Seitenkrftfte  ^ 
logcn  auf  einen  Punkt  der  Rcsultirenden  ist  =  0. 
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ins  Oleicbnng  5),  wenn  wir  darin  9±y  statt  tp  setzen,  wird: 

P^/8iD(9± y)+ -Pj  ^8in(9  ±  y — «)  «-  ±Z sin y(Po cos  q>  +P, 008(9—«)) 

+  /cosy(Po8in<y.+Pi8in(g)  — «)) 

Da  nun  der  in  der  Klammer  befindliche  Teil  des  ersten  Gliedes 
•  R,  der  in  der  Klammer  befindliche  Teil  des  zweiten  Gliedes 
loggen  =  0  ist,  so  ergiebt  sich: 

Po^8in(9±y)+PiZsin(9±y-«)-  ±Ä/8iny  6) 

i.  für  einen  ausserhalb  der  Resultirenden  gelegenen  Punkt  ist 
e  Summe  der  statischen  Momente  der  Seltenkräfte  gleich  dem 
itischen  Momente  der  Resultirenden. 

Aus  3)  folgt,  dass: 

Pq  sin  g)  =  P|  sin  (a  —  q>) 
es  im  Vereine  mit 

ach  1)  ergiebt,  dass  die  Resultirende  der  Grösse  und  Richtung 
eh  durch  die  Diagonale  des  Kräfteparalellogrammes  bestimmt  ist, 
nn  nur  an  diesem  erfQllen  sich  constructiv  die  zugezogenen  beiden 
leichungen.  Man  gelangt  somit  auch  auf  diesem  Wege  auf  einen 
'weis  für  die  Richtigkeit  des  Kräfteparalellogrammes. 

Resultirende    mehrerer    in  einer   Ebene    an    einem 
unkte  angreifenden  Kräfte. 

Sind  die  Kräfte  d6r  Reihe  nach  Fq,  Pj,   Pg    .  .  .   Fn^   und  die 
inkel,  welche  P„  Pg,  Pj  .  .  .  mit  Fq  einschliessen,  der  Reihe  nach 
Oj,  03  .  .  .,80  kann  man,  wenn  g>  den  Winkel  bezeichnet,  den 
Resultirende  E  mit  Fq  eiuschliesst,  nach  obigem  setzen: 

Ä  =»  PoCos<3p-f-PiCOs(<3P— ai)-}-PsC0s(<3P  — «,)-f-  .  •  •  1) 

l  zur  Bestimmung  von  g>: 

—  — Posing)— P,sin(9  — cj)  — Pg8in(9— «2)—  .  .,  =  0         2) 

PoSing)+P,sin(<3P— ai)+Pg8in(g)  — «2)+  ...  —  0  3) 

raus  sich  ergiebt: 

^  Pisinflf3  4-P2sin«,  +  P8  8incf84-  .  .  . 

^  Po  +  PiCOSttj  +  PgCOSaj-f  P3C0S(if3+   .  .   . 


.--' 
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Multiplicirt  man  3)  mit  l^  so  ergiebt  sloh: 

Po^8iii9-|-PiZ8in(g)  — «,)+P,/8m(9  — «,)+  .  .  .  =  0 

Setzt  man  hierin  tpiiy  statt  9,  so  wird: 

Po«sin(<p±y)  +  PjZsin(ip±y-a,)4.P2Z8in(v±y— «,)+  .  .  . 
±/siny(PoC08<)p+P, C08(g)— ai)+PgC08(9 — «2)+  .  .  .) 

+ico8y(Po8ing)+P,sin(9  — a,)  +  P,8in(g)  — «2)+  •  •  •) 

Da  nnn  der  in  der   Klammer  befindliche  Teil  des  ersten  Gliet 
»  /?,  jener  des  zweiten  —  0  ist,  so  hat  man: 

Po/8in(g)  +  y)+PiZ8in(()pi:y— a,)  +  PjZ8in(g)±y-a2)+  •     •  • 

—  ±ÄZsiny 

wobei  wieder  4)  und  5)  die  bekannten  Gleichungen   der  statisch 
Momente  vorstellen.     Constructiv  erfüllen  sich  Gleichung  1)  nnd 
an  dem  Kraftepolygon. 

Resultirende  mehrerer  im  Räume  an   einem  Punk 
angreifenden  Kräfte. 

Greifen  mehrere  Kräfte  Po,  Pj,  P,  .  .  .  P»  an  einem  Pank 
im  Räume  an  und  sind  die  Winkel,  welche  die  Kräfte  1\.  P^, 
.  ,  .  Fh  mit  Fq  eiuschliessen,  der  Reihe  nach  o^^  a^,  a^  .  .  ,  je 
welche  P„  P3  .  .  .  P|»  mit  Pj  einschliessen:  ß^y  /?,,  ß^  .  .  ., 
ferner  e  der  Winkel,  welchen  die  Resultirende  R  mit  Pj  einschliei 
ferner  od  der  Winkel,  welchen  die  durch  Fq  und  B  gehende  £b< 
mit  der  durch  FqF^  gelegt  gedachten  einscbliesst,  und  sind  endl 
7u  Vit  ys»  •  •  •  ^'®  Projectioncn  der  Winkel  /?„  /?,,  /^j,  .  .  .  auf  ^ 
auf  die  Kraftrichtung  Fq  senkrechte  Ebene  ^) ,  so  lässt  sich  v 
obigem  Vorgange  setzen: 


I)  Die    Projectioncn    y,,    y,,    y»  •  •  »  der  Winkel  /?,,    /?„    ß^  .  ,  , 
eine  anf  F^  senkrechte  Ebene  ergeben  sich  am: 

COS  ßy  —  COS  a|  COS  cfj 

cos  Vt  =  : -' 

'^  sin  Oj  sm  a, 

cos  ß%  —  cos  Ofi  cos  Ofs 
COSy«  =■  : : 

'^  sin  er,  sm  er, 

cos  ß^  —  cos  «,  cos  «4  . 

COSy.  —  ^ r-^ U.      8.     f. 

'^  sinoiSino4 

Vergleiche  auch    untere    diesbezflgliche  Arbeit    Band  X,    Ste    Reihe    des> 
chives. 
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JR  =  Po  C08  <-|-  Pj  (co8  «1  COS  <  -f-  sin  a^  sin  «cos  ai) 
-l-PsCcoso^cose-l-sinagsinccosCai  —  yi))+  .  .  • 
. .  .  +Pi»(cosa»cose4'Sina»sinecos(a)— yn-i)  1) 

wobei  die  Goefficienten  der  Kräfte  die  Cosinusse  der  Winkel  sind, 
welche  selbe  mit  der  Richtung  der  Rcsnltirenden  einschliessen. 

Zur  Bestimmung  von  o>  hat  man  ans 

du 

g—  =  —  Psin  «1  sin  e  sin  o»  -  -  P^  sin  a^  sin  £  sin  (gj  —  y^) 

^P3Sina9sin£sin((o — y^) —  .  .  .  =  0    den  Wert:  2) 

PssinersSinvj-f'PsSintfsSinys-f'  •  •  • 
^         Pi  Binai-|-PsSina2COsr2-|-P3Sina3COsy2-{-  . .  . 

Zur  Bestimmung  von  £  aus 

dJt 

"g  ="  — Posin^ — PiCcosofiSine — sin  cr^  cos  e  cos») 

—  Pg(c08cf2Sin€--8ina2C0S£C08(c»  — yi)) —  ...  —0  den:  3) 
P,  sin  gj  cos  (0  -|"  Pgsin  gg  cosfo— y,)-|"P38ia«8C08(w— yg)-^  — 

^  Po  +  Pi  C0SCfj-|-PgC0Saj  +  P8*8+    ••• 

In  Gleichung  3)  entsprechen  den  Coefficienten  der  Kräfte  die  Sinusse 
jener  Winkel,  welche  selbe  mit  der  Resultirenden  einschliessen. 
Multipliciren  wir  3)  mit  /,  so  haben  wir 

-^0Zsin£+  P, /(cosnrisiuf—  sin  of|  cos  e  cos  Gj) 

+  Pf/(cosa2  8in£— -8incf2C0S£C08(«— yi))4-  .  .  .  =  0         4) 

^t2en  wir  hierin  £±y  statt  £,  so  erhalten  wir: 

-'o  l  sin  (£  ±  y) + -f^i  ^  (cos  «,  sin  (£  ±  y)  —  sin  a,  cos  (£  ±  y)  cos  w) 
T- -P,Z(coso2sin(£4:y) — 8in«2C08(£±y)cos(ö) — yj))+  ... 
***   ±  ^  sin  y  (Po  cos  £ + Pi  (cos  «,  cos  £  +  sin «,  sin  £  cos  ©) 

Pi(c08a2CO8£-f-8ina2  8iD^co8(a)— yi))4-  •  •  •) 
ico8y(PoSin£+Pi(cosa,sin£  -  sin  «i  cos  £  cos  w) 

Pi(coscr2  9iu£  — 8ina2COS£C08(ca  —  yi)-(-  .  .  .) 

Da  nun  die  Summe  der  Glieder  der  ersten  Klammer  —  Ä,  jene 
^^1*  Glieder  der  zweiten  Klammer  —  0  ist,  so  haben  wir 
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XVII. 

üeber  den  Zusammenhang  der 
Facultäten-Coefficienten  mit  den  Bernoulli'sch^  n 

und  Euler'schen  Zalen« 

Von 

Franz  Rogel. 


Das  wirkliche  Bestehen  eines  Zasammenhanges  der  Facalt&t^n- 
CoefficienUn  mit  don  BemoQlli*schen  Zalen  l&sst  sich  aas  der  Ts 
sacho  erkennen,  dass  erstere  in  einfacher  Weise  in  den  Newto 
scheu  Identitäten  mit  den  mit  Hilfe  der  Bemonlli'schen  Zal^^n 
snmmirlKiren  Potenzreihen  ganzer  Zalen  Terbnnden  sind. 

Es  ist  auch  anf  diese  Weise  mi^dich  den  ibten,  ans  den  EHemeo^^n 
1,  2,  a,  .  ..  •— 1  gebildeten  Facoltiilen-Coefficient  O"  in  Dct^r- 
miuantenform  durch  2ib  Potenzen  Ton  «  and  eine  beschrtnkte  Ai^^ 
Beruoolli^scber  Zalen  danastellen. 

Die  sehr  amst&ndliche  Transformalionea  erfordernde  Yerwandi^*^ 
dieser«  sich  in  combinatortscher  Form  gebesdea  Ah&ngigkeit  in  ^^^ 
einfachst  m^gliclK^  and  aberskhtliche  Gestalt  flüirt  za  einem  ^^' 
gebaiss«  welche«  dii^ct  mit  Beaaliovg  der  tos  Fai  di  Br^^ 
ins  Leben  germfenen«  Toa  L.  KOnigsberger  (Klein,  ^<*** 
XXXIU  Teixeira  (Jon.)  mad  F.  Merer  weiter  aii^ebikie«^ 
combinatoriseken  Darstellnng  der  bökerem  AUcitBageB  ^^ 
Faactioiiea  enieh  wird»  wesn  man  tos  tier  bekumtea  Formel 


'»—->'(•:')['' U-^.)"i=. 
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Sei 


«•-1       ^ 

st 

.  .       nmal 

(y  .  y  • . .) 
Ir  symbolisch 

[yi+y«+  •  ••  +y*»? 

r  dem  Vorbehalte  geschrieben  werden  kann,  dass  nach  vollen- 
r  polynomischer  Entwicklung  die  Potenz  -  Exponenten  durch 
tderholungs-Exponenten  der  Ableitungen,  dass  ferner 
Oten  Potenz  durch  die  Functionen  selbst  ersetzt  werden  und 
schliesslich  die  Stellenzeiger  rechts  unten  entfallen.    Es  ist  dann 

^ä'"-»'*''^ «!    ßl    y!    dl     ...-i\ 2> 

Qr  er,  /J,  . .  .  alle  möglichen  gleichen  und  ungleichen,  den  Glei- 
ten   • 

ß  +  2y+Sd  ...  +k»^k 
senden  ganzen  Zalen  zu  setzen  sind. 

Die  Nullwerte  y©',  y©",  . . .  yo<*^  bestimmen  sich  aus 

ä'  =  l-2  +  2r''        il^^+ef"    ••• 
I« 

r  =  1,  2,  .     . 

l')  geht  hervor,   dass  a  nicht  unter  n^k  sinken,   aber  auch 
(n— 1)  übersteigen  kann,  es  wird  daher  der  Teiler  (n— ifc— 1)1 
il  allen  Gliedern  der  Summe  gemeinschaftlich  sein. 

^ach  erfolgter  Einsetzung  ist 

,  „■(-.), /■(ty(-^-r-(.-.>--.^r 

^     ^'  \  k  )"^-^        a\{-2)f    ßl    fl    dl    ...    ») 


320        Rogel:   Ueber  den  Zutantmenhang  der  FaeuUäten'Coeffieienien 

5    wenn    h    gerade 


2 


wenn    h    angerade  ist 


and  für  a,  ß  alle  möglichen ,  nnd  fttr  y^  6  . , .   alle  möglichen 
raden  den  Bedingungen 

^+ß+y+^  .  .  .  +x  =n 
/?  +  2y+4^  ...  +2rx«ifc 

entsprechenden  ganzen  Zalen  zu  setzen  sind. 

Bezüglich  der  Auflösungen  Nr.  2')  wäre  zu  bemerken,  dass 
der  zweiten  genügenden  Werte  auch   der  ersten  genügen;  die 
dient  tatsächlich  nur  zur  Bestimmung  Yon  a. 

Das  Vorzeichen  eines  jeden  Gliedes  hängt  von  k^  /?  unc 
Exponenten  der  Bernonlli'schen  Zalen  mit  geradem  Index,  also 
1,  I;  . . .  ab;  dasselbe  ist  daher 

Erwähnenswert  sind  folgende  specielle  Fälle: 

a)  X;-! 

b)  l*  =  2 

«1      ft  y 


«  +  /*+/  —  •  *-2,  2,    0 

<i+  y  =  2  «-1,  0,    1 

^«    "V   i   /  *      l-2)f»«l/J:y!  1.2.3.4 

c)    *  —  n-^ä 


if  +  äy+4a+  ...  +2r«=«  — 2 

\    ü^S,  •  iQgerade 


mithin 
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iT2T3-r--  •-r„_i 


=  (-1)11-2-, !  T  \-g-/     \       '*'/ V tfr^Z.  A\ 


l  B.  ist  für  n  »  6 


a    ß    y    ö 


«+/^  +  y+;^-6  2  4  0    0 

/5H-2y  +  4a-h6€  =  4  3  2  10 

4  0  2    0 

5  0  0    1 

^  2"^  3"^  4"^  5       ^-  [2*  2!  4!"^  2*(2!)*3I  "^  (2!)»4!       i  !  5lJ 
d)    ifc  -.  n  -  1 

/?  +  2y  ...4-2rx  —  n  — 1 


-=  { ::'. 


n  ungerade 


2  n  gerade 


l^lich 


X 

(-.l)n-l 


(-2)P  a\  ß\  y\  ö\     ...     x!  n! 


5) 


heraus  entstehen,  so  wie  ans  Nr.  4)  für  n  =i  4,  6,  8  . . .  2v  Fer- 
kln, in  welchen  die  v  — 1  ersten,  und  für  n  =  5,  7,  9  , .  2v— 1 
Iche,  in  welchen  ebenfalls  die  v—l  ersten  BernouUi'schen  Zalen 
^Itiplicatiy  und  additiv  verknüpft  erscheinen.    So  ist  für 

n=6  u    ß    y    i 

«+/^  +  y+'-6  15    0    0 

/y  +  2y+4«-5  2    8    10 

2  12    0 

3  10    1 
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2»öi'*'2«(2I)»''"2.3!4! 
it  —  8 


(21)* 

6! 

«    /J 

r  * 

t 

1    7 

0    0 

0 

2    5 

1    0 

0 

2    8 

2    0 

0 

4    3 

0    1 

0 

4    1 

3    0 

0 

6    1 

0    0 

1 

?7 1  "*"  2»  (21)«  ■"  2»  (41)«"^  2  (6 1)«"^  2*21  \2  1/ 


fi-5 


^  2.3141  \2!/       8! 


ß    Y    d 


a^ß^y+6^b                           14  0    0 

|)-|.2)f+4d-4                         2    2  10 

3  0  2    0 

4  0  0    1 

I     .        ^1     _   gf  j_     ^»'  L 

2*41"^  2*  (2!)»      (41)'"'"  (21)*  31       51 

m    ß    r    '    ^ 

«+/»+y+*+«  =  7                    16  0    0    0 

<l+2y+4l+6«  —  6                2    4  10    0 

3  2  2    0    0 

4  2  0    10 

4  0    3    0    0 

5  0    110 

6  0    0    0    1 

a*6:  ^  i*,:ii)*4:     5*2!  i4!>«^  (6:)*    2:  a:  5 1^  2»iä!;*: 

_^'     _i 

^  ,:J:>»3t!  4!  ^  7: 
^wi  AiMf^^  J«^i>  M.     fiel  f«r4i<&  k   äard^MMt 
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Werte?on(n  — Ar)!  bis  (n~l)l,  bei  an  gerade  m  ik  jene  von  (n—A;)! 
bis  (»—2)1,  80  dass  im  letzteren  Falle  (n  -1)*  ein  allen  Gliedern 
gemeinsamer  Factor  ist,  Ck^  daher  für  angerade  k  and  n  »  1  zwei- 
mal verschwindet    Durch  Absonderung  des  beliebigen  Factors  n—g 

TOD  f  j  and  vorläufiger  Ausschliessung  des  Falles  {k  ungerade 
DDd  gleichzeitig  n  »  1)  entsteht  wegen 


QDd 


/n_l\         /n_l\  \   k-g   J 

P"ife    )  _  (-1)*-' 

'[9) 


^^^^  beide  Seiten  von  Nr,  3)  durch  n  —  ^  dividirt  und  dann  n  —  ^ 
«^«etzt  wird: 


]^_^-(-l)'(*-y)l(y-l)!X 

'"' .  •'tfO'(-f;r-('-»-i^y 

«1  (-2)/'pi    y!    d!     ...    «1 


Bei  ungeradem  ik  und  n  —  1  ist 


"=» 


6) 


( 


-"(■?!)' (-f;)'- ••(<-'-, irJ 


t  Berücksichtigung  von 


x! 


n=l 


7) 


1     ^-(-1)*-3(Ä?— 3)1   wo  a-n-ife+l  =  — (Ä;- 


(n  -  2) ! 


»  — *  +  !)! 


It  auch 


ai* 
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r  ft"  I 

k  ungerade    T^zrjTäl  ^^  —  —(*  -  1)1  n  X 

<äy  (- ay  •  •  ('-"'^^.)' 

(— 2)/'(«— 1)1    y!    d!    ...    »1        '*=^ 
wo  dann  die  Grössen  a^  ß^  y  .  . .  aaf  die  bereits  angegebene 

«+^+y   ..•   +*-l 

./J+2y+4d    ...     2r»«ifc    («  <  0) 
zu  bestimmen  sind  und  bemach 

(a— 1)1  =  (-.l)-a-I  (_„_!)! 

zu  setzen  ist. 

Bei  geradem  k  nimmt  der  unter  dem  Suromenzeicben 


n! 


stehende  Factor  —,  die  Werte  von 

Ol 


bis      ; IT".  —  n 


(n-'k)\     ■"•'      (n  — 1)1 

an,  welche  für  n  =  1  mit  Aosnahme  des  letzten  (=  n)  sämi 

n! 
schwinden;  dem  Factor  ,  ^v^  entspricht 

ß  •=  n — 1 

daher  ist 

ß^y^i    ...    =0,    X  —  1 

und 

k 
2 


n! 

Bei  ungeradem  k  nimmt  -,  die  Werte 


e 


nJ         ..  nr 


an,  welche  für  n=2  mit  Ausnahme  des  letzten  s&mtlich  versc 
dem  Factor  .  ^^2)1  ^^^"^^^ 

daher  ist 

/JäI,    «-1,    y-d    ...    -0 
und 


mk  it»  BtruMiäftekm  und  Et^tckm  Zalm, 


825 


[^.U-<-» 


"~¥" »    *  ungerade 


9) 


ifc  —  l 


Diese  beiden  an  nnd  fttr  sich  bemerkenswerten  Resnltate  haben 
Mch  iniofem  eine  praktische  Bedentang,  als  sich  mit  ihrer  Hilfe 
<üe  ftr  höhere  Facolt&ten-Coefficienten  gewonnenen  Formeln  mittelst 
der  Einsetzungen  n  »  1  resp.  n  =  2  leicht  auf  ihre  Richtigkeit 
pr&fen  lassen. 


2. 

Die  Einftthmng  der  combinatorischen  Gebilde  3,  definirt  durch 

-G""-a-0"-(-S"+4^-'-ff- ■•)" 

WO  cot  hv  die  hTperbolische  Cotangente 


«•— « 


— t 


beieichnet,  Alhrt  zu  einer  eigenartigen  Abhängigkeits-Form. 
Ausgehend  von  der  Formel  Nr.  1)  ist  zunächst 


V  V  V 


j^-2Coth^-^  =  |coth  ^-1-5  +  1 


V 

2 


BQd 


««letzt,  ist 


«ikd 


»  XU*  1 

gcothg— 1  =  « 


-2+1-' 


C-^)" = («+.)■ 


^o  fiar  r,  «  und  q,  6  alle  möglichen  gleichen   nnd  ungleichen  den 
Gleichungen 
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genttgenden  ganzen  Zalen  zu  setzen  sind. 
Nnn  ist 


l(- 


1)^       q\  ^^ 


[lXaf]9=Q  = 


9 
2 


g  gerade  und  .3r 


I--+1 


,0     Q  ungerade  oder^2f 


93m<> 


0    m  >  1    und    ©1«  —  1 
2         2 


ferner 


[D^z'l^o  -  (-i)^ *(*-!)  .  . .  (*-ö+l)  [-  ^+l]U 


-•    a 


< 


^     *'    a!  («  — a)I  "" 


0, 


a  >  « 


"i? 


'i**? 


V? 


:/c:ft« 


dies  in  Nr.  1)  eingesetzt,  giebt  mit  Rücksicht  darauf,  dast  da» 
zeichen  unter  dem  Summenzeichen 


-^ot- 


+^ 


*+l 


2    1  -  ~  I  2 

(-1)  -  (-1) 

und  nach  Vereinigung  mit  jenem  vor  demselben 

-  (-1)  =  (-  1)"     ist: 


a»-*!»!("j^^)r(-l) 


t+r 


WO  r,  «  und  p,  <r  den  Bedingungen 


2»(«!)*r!(«-#)! 


.2J 


»•+«  =  »      ?  =  2r    und  gerade 
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p  +  tf  — *       «'^^ 

n  geoflgen  haben. 

Bemerkenswert  sind  die  folgenden  speciellen  Fälle: 
a)    i-n-l,     Cn-i*  =  (n— 1)! 

•  ungerade    r-\-9=:n  P^2r    und  gerade 


p+a  —  n  — 1     tf  ^» 


i»-l  n-S  (-1)    ^    »> 

*i  ».  I  2 

•   •  •      l" 


_i:JJ  n-Hl        n-3l»+3!"''  l!(n  — 1)! 

2  2  2         2 

n  —  3  n  — 5  n — 1  g. 

-•)  2«|  „_3!  »-Ij       n-5;  n+U  " ' '  +^     *^ 2_ 

2         2  2         2  l!(n-3)! 


n-b  n-7  «-3jg,  \ 

C4H  -%1^  -  -%1-  . .  .+(-1)    '          --f-' 
j     I  n— 51n— 31       n  — 7  n — 1         '  ''       ' f 

~2        2~  2         2—  _l!(n— 5)1 


■^  2^(n-371plI21''" 

j 1 L  loj 

^2»-i[(«— l)ipi!~nl  ^ 
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Q 

6 

r 

$ 

1  --+1 

n  — 1 

0 

n— 1 
2 

2 

1 

n-3 
2 

«+3 

2 

2 

•     • 
1 

•        • 

n-1 

•      •       •        • 

n  — 1 
2 

n-3 

2 

n-3 
2 

n+S 
2 

1 

n— 5 
2 

n+5 
■  2 

2 

1 

•     • 
n-1 

•    •    •    • 

n--3 
2 

• 

• 

• 

• 

• 

2 

«—3 

1 

n— 1 

1 

0 

n— 1 

0 

n 

1 

A:»n— 1,  n  gerade.  Da  q  gerade  sein  muss,  ist  in  ^ 
vorigen  Tabelle  n  — 2  statt  n  —  1,  n — 4  statt  n  —  3  etc.  zo  schrei^ 
ond  tf  nnd  «  entsprechend  zu  erhöhen;  dann  ist 


»1 


n~2 
2 


n 
2 


\ 


«. 


...  (-1) 


«>»-  2 


\     2     •^'  2"'  "2     '  II  (»—2)! 


+  .1 


». 


2 


«, 


n-6 
2 


(»-2)!y 


11—2 


\ 


\      2     •      2    "     2    "i? 


...-1^-.!)  »S^-4 


2 


11(h-4)I   / 


1 
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/  „-6  n-8  «^ 


H5I)» 


...+(-1) 


n  —  6     n  —4   w— 8!^  w  —   2 .  2 

\^~2~'~T"''~2~-      2  -l!(«-6)I 


1  g,' 1_ 1_ 

— »l(n— 3)!J»  1!  21"'"  2»->[(n-l)!]«  "^  nl 

b)    i-n— 2 

trade 


14) 


n  —  2  n— 4  2 


2  _      2 

...+  (—1)   "^  ^__2 


•      2     •  2    •      2     • 


1 1  (n-1) ! 


n— »2  V 

n  -4  n    -6  — ö—  \ 

SB      ^  ff^      ^  95* 


V2I7M  n~4,n,  n  -  6,n  +  2  /   '"^^     ^^  !^ 

I I_T  — f  --_ — j  2 

l!(n  — 3)!     / 


2    *2' 


u^  n_-8  ^  \ 


4(4!)«     n_-6^nj-_3       t^-Sn 

2*2^  2     *2*  f 


l!(n  — 5)1 


in  1 


*[(n-4)!]*   3!  ^2*-2[(^  — 2)!J«2! 
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*■■«— 2,    n  angerade 


n— 3 


-6 


«— 1 


i 


». 


% 


n_-3,«+l 

2       "2"' 
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c)  Die  Annahme  n  «  1  führt  in  Yerbindang  mit  den  Erge 
nissen  Nr.  8)  und  9)  zn  einer  bekannten  Recnrsions-Formel  fOr  d 
BcrnonUi'achen  Zalen. 


3. 


Die  Ton  Eni  er  zur  Auffindung  zalen  theoretischer  Sätze  an^ 
wendete  Methode  der  Vergleichong  der  Coefficienten  zweier  v< 
schiedenen  fQr  eine  und  dieselbe  Function  geltenden  gleichwertig 
Reihenentwicklungen,  hat  Sc hlö milch  in  diesem  Journale  IX.  l 
3H3  u.  s.  f.  benutzt  um  Beziehungen  der  Facultftten-Coefficient 
unter  sich  und  mit  BcrnouUi'schen  Zalen  aufzufinden  und  fand  u. 
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Ebenso  leicht  kann  eine  Relation  zwischen  Facnltäten-Coefficienten 
ond  Eoler'schen  Zalen  E  gefnnnden  werden. 

Es  ist 


Für 

y  =  log(l+x) 

verwandelt  sich  diese  Entwicklung  in 


-  f,  [log  (1 +  *)]«...  17) 


Die  echt  gebrochene  Function  ist  aber  auch 

2a;»— 2a; +  4  1  x«  «» 


besteht  daher,  wenn  ein  a;*  <  1  vorausgesetzt  wird,   aus  drei  geo- 
metrischen Reihen  oder  aus  dem  Producte  der  geometrischen  Reihe 

ft*' 4,  welche  nur  Potenzen  von   x*   enthält  mit   dem  Polynom 

i  C2a:»— 2a;*-)-4),  in  welchem  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von 
^  Bicht  vertreten  ist.  Es  folgt  daraus,  dass  die  mit  diesem  Bruche 
^"eichwertige  recurrente  Reihe  £  arx^  mit  der  Relationsscala  [2,  2] 

*^otenzen   mit   Exponenten   von   der  Form    4v+l    nicht   enthalten 

***ixi,  daher  ist 

f-  ar  —  0,    r  =  4v-)- 1 

'®«^er  ist 

r  r  — 2 

^^    -(-jA     r-4v,        a.«J(-J)    ^    ,    r  =  4v  +  2 

r-3 
ör-i(-J)    ^    ,    r-4v  +  3 

j^^  Potenzen  von  log(14-ip)  in»Nr.  17)  rechter  Hand  lassen  sich  mit 
"^^^^ft  von 

-  1  <x<-t-l 
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entwickeln,  die  gleiclinami|{ea  Potenzen  insammenziehen  und 
CoefBdenten  dieser  nenen  Potenzreihe  mit  jenen  lo  eben  gefnndi 
(or)  vergleichen. 

Es  ergeben  sich  hierdurch  die  gewünschten  Beziehaogen  zwis< 
Facnltäten-Goefficienten  nnd  Enler'Bchen  Zalen  mit  Uoterscheii 
der  Tier  Fälle: 

a)  r  —  4v 

b)  r-4v+l 

E,  e4,-i*»+i  -  E,  Cip^i^m + E,  e4a-ß**+i . . .  +  a^i  Q^^+i 

—  E2rC|*''+»  —  0 

c)  r  =  4v-|-2 

E,  C4r*''+*  -  E|  C4,.-2*''+2 4-  JSj  ^1,-4*''*«  ...   -  Ei,  Ci*»+2 

d)  r  =  4v  +  3 

E,  Ci^+i*«^  -£,04,-1*"+»+ EjOir--!*»^«  . . .  —  firQ*'^« 

Brttnn,  September  1890. 
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1)  BPi  —  2P,Qi;    milhitt 
Wkl.   BMI\  -  2  Wkl.  P^MQ^  =  2  (^  -  Wkl.  BMPj\ ;    daher 

Wkl.  BMP^  «  ^ 

2)  i^Pf  *»  2P,Q,;    mithin 

Wkl.  BMP^  -  2  Wkl.  P^MQ^  -  2(l80«-  |—  Wkl.B3f/>,) 

dabor : 

o 

3 

3)  BP^^2P^Q^',    mithin 

Wkl.  fTA/P,  =  2  Wkl.  PjAfO,  =  2(1800-(Wkl.  BMP^-^aß)) 

dahor : 

Wkl.  BMP^  -  120«+«/3 

Anmorknng  1.    Es  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  die  ein- 
mal ausgoftthrto  Construction  der  Hyperbel  für  eine  beliebige  Strecke 
BC  xur  Trisection  eines  jeden  Winkels  ausreicht;  denn  man  braucht 
nnr  BC  xur  Sohne  desjenigen  Kreises  zu  machen,  in  welchem  ^^ 
gt^geboue  Winkel  der  dieser  Sehne  gegenüber  liegende   Centriwii^^^ 
Ut>  um  sofort  die  Ihinkte  Pj;  P^  und  Pj  zu  erhalten. 

Anmerkung  2.  Bezeichnet  man  den  Radius  des  Kreises  ^ 
r,  dio  Sohne  Bi '  mit  a  und  die  Sehne  HP«  mit  6,  so  gut  für  ^  ^^^ 
kubische  Gleichung 

(da  h  -^  ^2rs\na  6;  <i  —  :^rsina.2  und  sinc/i  =  8iBc/6(3  — 4ain^^>    ' 
i$l\    IHo  Wursoln  dii>sor  Gleichung  sind: 

^Ntmu^iG;  är&in(60*  --«^)  uud  —2r sin (60*+«  6) 

lUii  v^oTsiott  daher  durch  die  Sehaea  i^P|;  Bi\  mnd  BP^  geoi 
dar^x^^i^'iU 

Auiaerkuu;  :l.    l>a 


i$SH  $H^  )$1 


^^Ä^^  ^'  -  *t  «ni  -sr,  ^eoi  «va.A*^a:<«  Wibkel  Jl^lLI  oder  270*—^ 
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a 


)T  ist  MP^  eine  Trisectionslinie  des  Winkels  y\  ebenso  drittelt 
,  den  Winkel  360«— y  und  MP^  den  Winkel  SSO^+y.  Mithin 
in  die  yier  Punkte  6%  P^ ,  P^  und  P5  auch  auf  derjenigen  Hy- 
el,  welche  in  analoger  Weise  durch  AC  so  gelegt  wird,  dass  A 
Brennpunkt  derselben  und  C  der  beiden  Hyperbeln  gemeinsame 
itelpunkt  ist. 

Nimmt  man  die  Sehne  BC(a)  zur  JTachse  und  die  Halbirungs- 
MQ  des  Winkels  o  zur   Fachse  eines  Goordinatensystems ,  so 
it  die  Gleichung  der  durch  BC  gelegten  Hyperbel: 

y*  =r  a«  -j"  3«*  -  j- 
die  Gleichung  des  Kreises: 

,  da 

a»+c«=4r«    ist: 

Aus  der  Hyperbelgleichung  folgt: 


in  ist: 


<Kc-("3aj* — y*  =  y^-^-cy-^x^ 


«*— I/*+o«"^öy —  Ö 


Ki)'-(^i)'-"- 


«  — /.a 


16 


Verlegt  man  daher  den  Anfangspunkt  Q  des  Goordinatensystems 
h  parallele  Verscbiebung  der  Achsen  nach  dem  Halbirungspunkte 
SS  Radius  MC  und  vertauscht  man  die  Achsen  mit  einander,  so 
klt  man  die  Gleichung: 

:ber  die  Goordinaten  der  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der 
)ürbel  gleichfalls  genügen  müssen.  Die  vier  Punkte  C,  Pj,  Pf 
Pq  liegen  daher  auch  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren 
telpunkt  S  ist,  und  deren  Achsen  den  Halbirungslinien  der  Winkel 
od  y  parallel  laufen. 


336  Pc^ nzerbieter:  Dreiteilung  Jedes  Winkels  ste. 

Hieraas   ergiebt  sich  sofort  folgende  weitere  Lösung  des  Tri- 
sectionsproblems: 

Constrnction.    Man  zeichne  eine  beliebige  gleichseitige  Hy- 
perbel, deren  Mittelpunkt  S  sei,  trage  an  die  Achse  8X*  derselben 

CK 

den  Winkel  ^  &u ,  dessen  Schenkel  die  gleichseitige  Hjperbel  (oder 

ihre  conjngirte)  in  C  und  durch  8  verlängert  in  M  schneide,  und 
schlage  um  M  mit  dem  Radius  MC  einen  Kreis,  der  die  gleichseitige 
Hyperbel  ausserdem  in  den  Punkten  P],  F^  und  P^  schneidet 
Trägt  man  alsdann  an  Cüf  den  Winkel  CMD=^a  an,  so  ist  wiedernm 

Wkl.  Ä3£Pi  =  ^;     Wkl.  i^i£P,  =  120»— «/3    und 

Wkl.  DMP^  -  120«+a/3 

Die  gewonnenen  Resultate  ergeben  daher  axich  folgenden  Lehr- 
satz: Der  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ^/?C  umgeschriebene  Krtis 
M  wird  von  der  durch  die  Mitten  der  drei  Seiten  und  den  Scheitel 
C  des  rechten  Winkels  gelegten  gleichseitigen  Hyperbel  in  den  äs^ 
Punkten   P,',   P,   und   P^  derartig  geschnitten,   dass  AP^  und  ^h 
Trisectionslinien  der  spitzen  Winkel  BAC  und  ABC^  AP%  und   -'^t 
Trisectionslinien   der   entsprechenden   Nebenwinkel   und   MP^      ^^^ 
MP^  Trisectionslinien  der  Winkel  BMC  und  AMC  sind. 
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XIX.      . 

Teilungen. 

Von 

Rudolf  Gaertner. 


Vorwort.  Geometrische  Gebilde  durch  Teilung  auf  einander 
beziehen  ist  ein  schon  gebrauchtes  Verfahren.  Man  spricht  von 
KU  geometrischen  Ort  der  harmonischen  Teilung.  Das  Abbildupgs- 
incip  der  reciproken  Radien  ist  nichts  Anderes.  In  einer  kurzen 
brift  über  „die  Polaren  der  algebraischen  Cnrven"*)  zeigte  ich, 
38  auch  die  Polaren  als  das  Ergebniss  einer  Teilung  angesehen 
Tden  können.  Die  Principien  der  Teilung  zu  verallgemeinern  ist 
^  Aufgabe  vorliegender  Abhandlung. 

Inhalt. 

§  1.  Bedeutung  der  Teilungen.  §  2.  Allgemeine  Beziehung 
ischen  gegebenen  Polfernen  und  Kotationswinkel.  Transformation 
r  Teilungsgleichung.  §  3.  VoUdeutige  und  minderdeutigo  Tei- 
igen.  §  4^  Die  Teilungsgleichung  als  Ortsgleichung.  §  5.  Wech- 
beziehung  zwischen  Pol  und  Teilpunkt.  §  6.  Durch  Ccntralpro- 
Hon  auf  parallele  Träger  wird  die  Teilung  nicht  geändert.  §  7. 
gemeine  Gesetze  der  homogenen  Teilungen.  §  8.  Polaren.  §  9. 
endlich  ferne  Pole.    §  10.    Centralen. 


*)  Vergl.  Grunen'i  Arch.  d.  Math.  u.  Pbys.     Zweite  Reihe,  VII,  2. 
^YdL  d  Math.  v.  Physik  2.  B«ihe,  T.  X.  22 
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§  1.    Bedeutungr  der  Teilungren. 

Anf  einer  Geraden  seien  n  „Grund punkte'^  /Z^  bis  i^n  ge- 
geben. Ein  fester  Punkt  O  dieser  Geraden  sei  der  Nullpunkt  der 
Messung.  Derselbe  heisse  „Pol".  Die  Lage  jedes  Punktes  der 
Geraden  wird  durch  seine  Entfernung  vom  Pol ,  die  sogenannte 
„Polferne"  gemessen.  Es  bestehen  die  n  „gegebenen  Pol- 
fernen*' r|  bis  r„.  Die  Gerade  selbst  heisse  „Pol gerade"  zam 
Unterschiede  von  denjenigen  Geraden,  welche  nicht  durch  den  Pol 
gehen. 

Die  n  gegebenen  Polferj[ien  sollen  n  „Einheiten'^  vorstellen^ 
mittelst  deren  jeder  beliebige  Punkt  der  Polgeraden  gemessen,  d.  h. 
auf  den  feston  Pol  bezogen  wird.  Diese  beliebigen  Punkte  der  Pol- 
geraden  treten  als  gesuchte  Punkte  anf  und  werden  durch  die 
„gesuchten  Polfernen"  g  gemessen.  Ihre  Lage  wird  daher  stets 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(0)  F(g,  r„  r„  .  .  .  rn)  -  0  0 

auf  den  festen  Pol  bezogen. 

Wie  wir  nun  gewohnt  sind  von  harmonischer  Teilung  zu  sprechen 
und  diese  Teilung  durch  eine  Construction  zu  erzeugen,  so  wollet 
wir  in  vorliegendem  Falle  annehmen,   es   gäbe  eine  Teilung,  d.  ^^ 
Construction,   welche  jene   gesuchten  Punkte   erzeugt   und  ueniicn 
letztere  Punkte    „Teilpunkte''   die   Gleichung  (0)   jedoch  „Te  i* 
lungsgleichung".  ^) 


•1  1 


3. 


1)  Der   höchste  Grad    der  Variabelen    g   giebt   die    Zahl    der   gesocl»«^" 
Pankte  an. 

2)  Die  einfachste  Form  einer  Teilangsglcichang 

Q  z=z  kr 

zeigt  an,  dass  anf  einer  Polgcraden    der  Pol  O  sowie  ein  Grandpunkt  R  ^ 
geben,  dagegen  ein  Teilpnnkt  gesueht  ist,  welcher  der  Gleichung 

Q  :=:  kr 

genügt.  Ist  Jb  =  J  so  muss  die  Strecke  OR  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  wer^^ 
Das  erste  Drittel  von  O  aus,    in  der  Richtung  des  Grundpunktes  R  ange^^ 
gen,  bestimmt  den  Teilpunkt.     Wir  führen  das  Beispiel  an  um  zu  zeigen,   *•       * 
der  BcgrifiF  der  Teilung  der  einfachsten  Form  unserer  Gleichungen  zu  Grii*' 
liegt.     Eine  Teilung  höheren  Grades    leichter    anschaulich    zu  machen    h».^ 
wir  „Teilung**  und    „Construction"    idcritificirt.      Ob  eine  solche  Construc^-'^ 
möglich  ist  oder  nicht,  ob  dieselben  Teilpunkte    durch  eine  Construction  (7 
durch  mehrere  in  ihrer  Art  verschiedene  Constructionen  erlangt    werden    k.^ 
ncn,  gilt  uns  als  völlig  nebensächlich. 


^^" 
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Indem  wir  die  Teilung  als  Constraction  stets  vollzogen  denken, 
ifiiden  sich  die  Teilpnnkte  auf  der  Polgeraden  in  der  ihnen  durch 
B  Teilungsgleichung  (0)  vorgeschriebenen  Lage.  Setzen  wir  zur 
)kftrzung  r  an  Stelle  der  gegebenen  Polfernen  r,  bis  r„,  so  er- 
Doen  wir 

I.  Die  aUgetneifie   T*eäungsgleichung 

F{q,  r)  =  0 

bt  eine  Gleichung  a«,  in  der  ausser  der  geswhten  Polfeme  g  und  den 
ebenen  I\ü fernen  r^  bui  r„  nur  noch  bestimmte  ^numeriscfie  Werie^*^  eni- 
'ien  lind. 

Durch  die  gegebenen  Polfernen  r  werden  die  Grundpunkte, 
rch  die  gesuchte  Polferne  g  die  Teilpunkte  auf  den  gemeinsamen 
Jten  Pol  bezogen. 

Wie  jede  Gleichung  eine  bestimmte  Anzahl  von  Wurzeln,  so 
dingt  jede  Teilungsgleichung  eine  bestimmte  Anzahl  von  Teil- 
mkten,  gleichviel  ob  diese  Punkte  reell  oder  imaginär  sind.  Daraus 
bliessen  wir 

II.  Sind  Pfd  und  Grundpunkte  der  TAige  nach  gegeben^    so  wird   durch 
TeUungsgleichung  (1)   die   Lage  der   Teil  punkte  bestimmt. 

Wie  ferner  jede  Gleichung  durch  jeden  ihrer  Wurzelwerte  er- 
It  wird,  so  gilt  auch  die  Teilungsgleich ung  nicht  nur  für  die  Ge- 
ilheit der  sie  bedingenden  Teilpunkte,  sondern 

III.  Die   Teilungsgleichung  (1)  gilt  für  jeden  einzelnen  Teilpunkt.  *) 

Waren  die  n  Grundpunkte  bisher  in  starrer  Lage  gedacht,  so 
len  sie  sich  jetzt  nach  beliebigem  Gesetze  in  der  Polgeraden  he- 
gen. Jedem  Moment  der  Bewegung  entspricht  dann  eine  starre 
ge  der  Grundpunkte.  Obgleich  sich  bei  dieser  Bewegung  die  n 
^ebenen  Polfernen  ändern,  so  werden  die  n  Grundpunkte  doch  in 
em  Moment  der  Bewegung  als  gegeben  betrachtet,  und  zwar  soll 
gemein  der  Grundpunkt  Ek  in  jeder  Lage  durch  die  gegebene 
Iferne  n  gemessen  werden,  d.  h. 

IV.  Die  n  Grundpunkte  werden  in  jedem  Moment  dei'  Bewegung  durch 
^Iben  n  gegebenen  Polfernen  r  auf  den  f&iten  Pol  bezt)gen. 

Die   Bewegung  der  n   Grundpunkte    hat   gemäss  II.    eine  ent- 


1)  Bezieht  sich  aber  stets  auf  den  festen  Fol  aU  Nullpunkt. 

32« 


■    -r 


-\ 
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sprechende  Bewegung  der  Teilpnnkte  zur  Folge.  In  jedem  Moment 
der  Bewegung  bilden  Grandpunkte  und  Teilpunkte  ein  starres  System, 
welches  stets  durch  dieselbe  Teilungsgleichung 

F(q,  r)  =  0 

auf  den  feston  Pol  bezogen  wird. 

Fällt  bei  der  Bewegung  der  Grundpunkte  und  der  davon  ab- 
hängigen Bewegung  der  Teilpuukte  einer  der  letzteren  auf  einen 
Grundpunkt,  so  gilt  für  diesen  die  Gleichung 

p  «=  r    oder    p  —  r  —  0     auch    -  =  1 

r 

Fallen  für  den  speciellen  Fall  m  ^  n  sämtliche  Teilpunkte  mit  den 
n  Grundpunkten  zusammen,  so  zeigt  dies  die  Gleichung 

(2)  {Q  —  n)(Q-r^)  .  .  .  (p  — r„)  «  0 

an.    In  diesem  speciellen  Falle  ist 

und  wir  erkennen  hier  die  anfangs  erwähnten  n   „Einheiten"    d^^^. 
Teilung.    Die  Teilung,   welche    Gleichung  (2)    angiebt.   nennen  ni 
,,Einheitsteilung"  oder  „Grund teil ung". 

-^^B"  te 
Mit  jeder  unendlich  geringen   Lagenänderung  der  Grundpunkt»  ^^ 

sei  eine  Drehung  der  Polgeraden    —  im  Pol  —  um  einen  unendlich    -^ 

kleinen  Winkel  verbunden.    Die  n  Grundpunkte  mögen  bei  dieser  '^^^ 

Lagenänderung   eine  gegebene   a.  C.  n.  0.  *)    durchlaufen.    Denker^  -^ 

wir  auf  jeder  Polgeraden  die  Teilung 


1)  a.  C.  n.  O.  Abkürzung  für  „algebraische  Carve  nter  Ordnang*. 
Anm.     Satz  III a  lasst    sich    auch    wie    folgt   ableiten:    Grundconre  nnö»  ^^ 
Teilcnrvc  seien  durch  die  Gleichungen 

(?(r,  y)  =  0     rcsp.     T(x,  y)  =  0 

auf  ein  gcmoinsaincs  rechtwinkliges    Achscnsystem    bezogen,    dessen    Anfnag^B^     s- 

punkt  der  feste  Pol   0  sei.     Trnnsformircn    wir    beide  Gleichungen    in   Poli»"        ''• 

coordinaten  und  bezeichnen  im  Sinne  unserer  Tcilungsgleichnngen  den  Radio  i* 

vector  der  Grundcurvc  mit    r,    denjenigen    der  Teiicurrc  mit  (»,     so    entJl«b^"^E'/i 

die  Gleichungen 

^(r,  y;)  r-  0         resp.      T(p,  tp)  =z  0 

worin  y/  den   Rotationswinkcl   bedeutet.     Da   Grnndpunkte    und  entsprecheiM  ^e 
Teilpnnkte  stets  auf  ein  und  derselben  Polgeraden  liegen,  so  ist  der  Botatio'KBS- 


i 
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F(g,  r)  -  0 

ils  Constractioa  erzeugt,  so  mass  infolge  II.  der  Ort  dieser  Teilang 
eine  algebraische  Cnrve  sein.    Es  besteht  wie  vorher  der  Satz : 

III  a.  Die  TeiltiwjsijleicUung  gilt  für  jeden  Punkt  der  Teilcuroe 
(vergl.  III.) 

Wie  der  Büschel  der  Polgeraden  als  Ort  der  Teilung  in  Bezug 
auf  eine  Grundcurve  eine  Teilcurve  entstehen  lässt,  so  zeigt  das 
Bändel  der  Polgeraden  als  Ort  der  Teilung  in  Bezug  auf  eine 
„Grundfläche"  eine  „Teilfläche".    Auch  hier  besteht  der  Satz: 

III  b.     Die  Teilungagleichung  gilt  für  jeden  PunU  der  Teil/lüche. 

Die  zu  Grunde  gelegte  Fläche  wird  durch  die  Einheitsteilung 
gemessen.  Die  Gleichungen  beziehen  sich  wie  stets  so  auch  hier  auf 
den  festen  Pol. 

Die  Teilungsgleichung 

F(q,  r)  -  0 

^ö'  alp)  vor  anderen  Ortsgleichungen  den  Vorzug  in  ungeänderter  Form  auf 
^^r  Geiaden  eine  Punktreihe,  in  der  Ebene  eine  algeltraische  Curve  und  im 
^ottme  eine  Fläche  zu  bedeuten.     Mit  der  Annahme  der  Teilungsgleichung 

F{q,  r)  -  0 
^*Äcr  sind  wir  gezumngen  die  Einheitsteilung 


Kinkel  yf  beiden  Funktreihen  jeder  Folgeraden  gemeinsam.  Wir  können  ihn 
^%ber  eliminiren  und  erhalten  die  Gleichung 

^>«8  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Tcilcurvo  in  Folarcoordinaten.  Jeder 
^^nkt  der  Teilcurve  genügt  also  der  Gleichung  (I),  welche  mit  unserer  Tei- 
^Ungsgleichung  identisch  ist.  Wir  erkennen,  dass  die  Teilungsgleichnngen  als 
-^olargleichnngen  aufgefasst  werden  können.  Der  Rotationswinkel  tritt  nicht 
^^ehr  als  Variabele  auf,  weil  er  der  Grundcnrven-  und  Teilcurvengleichung 
^Is  gemeinsam  eliminirt  werden  konnte.    Mögen  wir  aber 

F{e,  r)=0 

^Is  Tcilungsgleicbnng  oder  als  eine  auf  Folarcoordinaten  bezogene  Ortsglei- 
^^lioDg  betrachten,  in  beiden  Fallen  mass  die  „Einheitsteilung^  als  Gleichung 
4er  Gniodcnrfe  aufgestellt  werden. 
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aUt  Glekhnng  desjenigen  Giundgebildes,   sei  es  Punktreihe  ^  Curve  oder  FUkk 
zu  betrachten^  in  Bezug  auf  welches  die  Teilung  stattfinde. 

Die  folgenden  Paragraphen  beschäftigen  sich  mit  Gebilden  der 
Ebene. 


§  2.    Allgemeine  Beziehung  zwischen  gegebenen  Polfemen  nnft 
Rotationswiu]£el.    Transformation  der  Teilnngsgleiehnng. 

Die  Grundcurvo  sei  durch  eine  Gleichung  der  Variabeln  x  o  ^^ 

y  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogen.     Coordinaten -Anfang  ^^^^ 

der  feste  Pol.    Man  ordne  die  Gleichung  nach  homogenen  Summ^^^' 

{h) 
Bezeichnet   u    die  homogene  Summe  Arten  Grades  der  Variabelen        ' 

und  jy,  so  hat  die  Gleichung  der  Grundcurve  (a.  C.  n.  0.)  die  Foi di 

(n)      (n-1)     (n-2)  (0) 

(0)  u+tt   +   tt    4-...4-u-«o 

Durch  die  Substitution 

a;  =r  ^  cos  M'    und    y  =  p  sin  y^ 

gehen  wir  zu  einem  Polarsystcm  über,  dessen  Pol  mit  dem  nrsprO 
lieh  gegebenen  festen  Pol  zusammenfällt.  Die  homogene  Sum 
W  ik)  {k) 

u  Icommt  durch  diese  Substitution  auf  die  Form  q^^^  worin  ip   eine 

mogeno  Summe  Arten  Grades  bedeutet,  welche  sich  von  u  nur 
durch  unterscheidet,  dass  cos  t/;  an  Stelle  von  x  und  sin  rff  an  St^^  iie 
von  y  getreten  ist.  Die  Gleichung  (0)  der  Grundcurvo  geht  dafc:»er 
über  in 

(n)  (n-1)  (n-2)  (0) 

(1)  Q^  tp  +P*'"*  ^      +  ß""^      ^      +  .  .  .  +  t(;  =  0 

(n) 
Dividirt  man  diese  Gleichung  durch   tp  ,  so  entsteht 

(n-1)  (n-.2)  (0) 

(2)  9^+9^'^     -^^     +9^-'     (^     +     -+(S^=^ 

Dieselbe  a.  C.  n.  0.  wird  aber  auch  durch  die  Einheitsteiluog 

(P  — »•i)(p  -r,)(p— rj)  .  .  .  (p  — r„)  —  0 

auf  den  festen  Pol  bezogen.    Entwickelt  man  dieselbe,  so  wird 
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(1)  (2)  (n) 

(3J   p»-p»«-l     r    +P"~^    r  —   .  .  .  ±     1    r  —  0 

Da  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  für  jeden  Wert  der  veränderlichen 
6rö886  Q  einander  gleich  sind,  so  erkennen  wir  nach  der  Methode  der 
oobestimmten  CoefScienten  folgende  besonders  wichtige  Beziehung 
zwiBchen  den  gegebenen  Polfemen  r  und  dem  Rotationswinkel  ^ 

(n-h)  (k) 

(k)  H^  (n—Ä;)  ^ 

^  r  —  ±      (n)     resp.         r       =  ±  (n) 

Das  Vorzeichen  muss  mit  successiver  Aenderung  von  A;  um  1  stetig 
wechseln. 

Die  gefundene  Beziehung  I.  gestattet  eine  sehr  einfache  Trans- 
formation derjenigen  Teilungsgleichungen,  in  denen  die  Polfernen  r 

W  (k) 

nur  in   der  Summenform    r    vorkommen,   da  diese  Summen    r    aus 

der  Teilungsgleichung  mittelst  der  Beziehung  I.  unmittelbar  eliminirt 

Werden  können.    Die  Teilungsgleichung  kommt  dadurch  auf  die  Form 

Befinden  sich  aber  einzelne  Polfernen  r  in  der  Teilungsgleichung, 
®o  dient  zu  ihrer  Berechnung  die  Gleichung  der  Grundcurve  in  der 
^orm 

(n-1)  (n-2)  (0) 

(n)  (n)         •  '    (n) 

1^  t^  iff 

^^  welcher  r  an  Stelle  des  q  der  Gleichung  (2)  getreten  ist,  doch 
'^^rd  die  Berechnung  der  Polfernen  r  aus  der  Gleichung  II.  allge- 
^^ein  in  den  Fällen  unmöglich,  wo  Gleichung  II.  den  vierten  Grad 
t^berschreitet.  Nach  Elimination  von  r  aus  Grundgleichung  IL  und 
'l'eilungsgleichung  bleibt  wie  oben  eine  Gleichung  von  der  Form 

F((),  Tf;)  =  0 

X)sl,  wie  schon   erwähnt    q^  v    die  Polarform  von    u   ist,   so   geht 

Crleichung 

F(q,  i(;)  -  0 
durch  die  Substitution 

W         (k) 

p*  ^    —    u 
in 
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F(u)  =  0 

über.  Es  wird  hier  nur  der  rückwärtige  Gang  darcbgemacht,  welcher 
in  der  Anmerkung  des  §  1.  eingeschlagen  wurde,  nm  die  Teilungf- 
glcichungen  als  Polargleichungen  erkennen  zu  lassen. 


"1 


§  3.    Yolldeutigc  und  mindcrdcntigc  Tellangen. 

Das  Wesen  der  allgemeinen  Teilung  tritt  erst   nach  genaaerer 
Untersuchung  der  Teilungsgleichung  mten  Grades 

(0)  /'"»  {q,  r)  =  0  ') 

deutlich    hervor.    Es   wird  angenommen,   dass   diese  Gleichung   (^^ 
nicht  mehr  durch  g  dividirt  werden  kann,  dass  also  das  letzte  GÜ^^ 
der  Gleichung  (0)  kein  p  enthält.    Gleichung  (0)  sagt  aus:  Auf  jei^^^ 
rolgcradcn  bestehen  m  Teilpunkte,  wenn  bestimmt  ist,  welcher  (i*^ 
gegebenen   Grundpunkte  A*i,    welcher  /?,  u.  s.  w.  ist    Vertauscb -^^ 
wir  die  »i  Grundpunkto   unter  einander,  so  wird  auch  die  Teilu-^^^ 
(0)  andere  Teilpunkto  bedingen. 

Wir  nennen  die  Teilung  (0)  „eindeutig",  wenn  trotz  bell«-  ^^' 
biger  Vertauschung  der  Grundpunkto  -J  dieselben  m  Tcilpankte  en^*^^ 
stehen,  dagegen  „m e h r d e u t i g*,  wenn  eine  Vcrtaaschiuig  der  Grunc:^  ^ 
puuktö  neue  Teilpunkto  erzeugt. 

1.      Hhuicuh)/  ^tui  iiirjttufjrn  IVilunysglek'huigfn^  in  denen  nur  SHwmf^^^^ 
niH  I*  in  ihr   hWm     r    t>iitominm^ 

weil  in  diesen  Summen  jedes  r  beliebig  seine  Lage  Tertansche-^^^^" 
kann,  abo  auch  umgekehrt  jeder  Grandpunkt  aaf  der  Polgerade^z^^eo 
seinen  Platjr  gegen  einen  anderen  wechseln  kann. 


Eine  Teiluugsgleichang  kann  eindeQÜg  and  iiiehnie«tig  zir  Ai^^ir- 
Wendung  gelancen.    Z.  B.  ist  die  Teilimg 

in  IVjiig  anf  drvi  *rt^peivue  Gvrjide    ois,:eiiiig,  «eiin  jeder  Gerade '^a 
tin  beslimmies  -^  rn^i^mcsscn  «ir>i,  rvcid^ans,  mo&n  jeder  Gera/S<]i 


r  H  ;p,-II  0^:=  G.^i    ^cr  TcUxTtp^>x^u:^    ix    Bcjai(    maf  die 
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iwei  der  gegebenen  r  bestimmt  zugemessen  werden  ^),  drcidentig, 
veoD  jede  Gerade  einmal  durch  r^  ein  zweites  Mal  durch  r^  und 
las  dritte  Mal  durch  r^  gemessen  wird. 

In  Bezug  anf  einen  Kegelschnitt  und  eiuo  gegebene  Gerade  ist 
fcilaog  (a')  eindeutig,  wenn  durch  r^  und  r^  der  Kegelschnitt, 
iarch  r,  die  Gerade  gemessen  wird,  dagegen  zweideutig,  wenn  z.  B. 
lorch  ri  die  Gerade  und  durch  r^  und  7*3  der  Kegelschnitt  gemessen 
ifird.  Letzteres  erklärt  sich  aus  folgendem  Umstände:  Ist  R  ein 
leitender  Punkt  des  Kegelschnittes,  so  können  wir  nicht  sagen,  der 
'unkt  R  soll  bis  zu*  einer  bestimmten  Grenze  durch  r^  von  da  ab 
arch  r^  gemessen  werden.  Selbst  wenn  dies  angienge,  würde  durch 
j— Tg  eine  Wurzel  in  der  Gleichung  der  Teilcurve  auftreten,  weil 
i  — r3  aus  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  (für  Polarcoordiuaten) 
a  entnehmen  ist.  Dadurch  wird  ein  Quadriren  der  Tcilungsglei- 
tiung  notwendig,  welches  anzeigt,  dass  iu  Bezug  auf  den  gegebenen 
egelschnitt  sowolr^  —  r^  als  auch  r^ — r^  zu  berücksichtigen  ist.  Die 
eilnng  wird  also  zweideutig.    Ihre  Gleichung  lautet  in  diesem  Falle: 

Ist  eine  Teilung  mehrdeutig,  so  wollen  wir  das  Product  aller 
öglichen  Teilungsgleichungen  als  „volle  Teilung'^  bezeichnen, 
ier  die  Teilung  „voUdeutig"  nennen. 

II.     Die  cMieutige  Teilung  gilt  filr  alle  minderdeiUigen  Teilungen^ 

-nn  sie  umfasst  alle  ihre  Producte. 

Die  Teilung 

")     (p-ri-r2  +  r3)(ß  —  r,  — rs  +  rgJCp  — rg -ra  +  rj)  =  0 

*t  für  alle  Grundgcbilde  beliebiger  Ordnung,  wenn  nur  die  Bedin- 
ng  erfüllt  ist,  dass  auf  keiner  Polgeradeu  ausserhalb  des  Pols 
-hr  als  drei  Grundpuukte  auftreten.  Kann  in  Bezug  auf  irgend 
108  dieser  Grundgebilde  miuderdeutig  geteilt  werden,  so  ergiebt 
-  volle  Teilung  als  Ort  der  Teilung  eine  algebraische  Curvo, 
ehrend  die  miuderdcutige  Teilung  eine  reine  Curvo  erzeugt,  vor- 
sgesetzt,  dass  keine  geringere  Deutung  möglich  war. 

Liegt  der  Teilung  (a*^)  eine  algebraische  Curve  zu  Grunde, 
-Iche  einen  k  fachen  Punkt  im  Pol  hat,  auf  jeder  Polgeraden  aber 


1)  £.  B.  sollen  die  Geraden  7,,  y^^  g^    dag  erste  Mal   durch  r| ,    r, ,    r, 
^«uen  werden;    das  zweite  Mal  sei  bestimmt,  dass  g^  durch  r,,    g^    durch 
Und  g^  durch  rj  gemessen  wird. 


•9:: 
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ausserhalb  des  Pols  im  allgemeineQ  drei  Gmodpunkte  nachweist,  lo 
kann  die  Gleichung  dieser  a.  C.  (34-^)  0.,  welche  eigentlich  die 
Form  hat 

doch  in  der  einfacheren  Form 

(p— »•i)(p-»"t)(p  — »'s)  —  0 

geschrieben  werden,  weil  die  in  den  Pol  fallenden  k  Grundponkte 
von  keinem  Einfluss  auf  die  Teilung  der  PolgeAden  sind,  was  schon 
daraus  erhellt,  dass  in  der  Teilungsgleichung  (a**)  nur  die  gegebenen 
Polfornen  derjenigen  Grundpunkte  vorkommen,  welche  auf  jeder 
Polgeraden  ausserhalb  des  Pols  erscheinen. 

Wir  bemerken  allgemein,  dass  die  Tcilungsgleichnng 

F«  (p,  r)  =  0 

sowol  auf  einen  beliebigen  Nullpunkt  in  der  Ebene  der  a.  C  n.    ^• 
wie  auch  in  erweitertem  Sinne  auf  den  k  fachen  Punkt  einer  a.    ^• 
(m^-^*)  0.   als   Pol  bezogen    werden  kann.     Die  Teilung  erleid^^ 
dadurch  keine  Aenderung.    Der  Ort  der  Teilung  aber  wird  je  na^^ 
der  Gestalt   der  Grundcurve   verschieden   sein.    Wie  die  Einhei^^' 
teilung  einen  vielfachen  Punkt  der  Grundcurve  im  Pol  nicht  anr^* 
xeigeu  braucht ,  so  wird  auch  dio  allgemeine  Teilnngsgleichnng  al  ^^ 
diejenigen  Fülle  in  sich  schliessen,   in  denen  der  Pol  als  vielfach^^^ 
Paukt  der  Teilcurve  auftritt,  gleichviel  ob  die  GmiidcuTe  im  F^^* 
einen  vielfachen  Punkt  hat  oder  nicht 

Der   nächst  liegende  Weg  den    etwa    vorhandenen   viel^Kh^^^ 

Pnnkt  der  Teilcnrre  im  Pol   in  bestimmen   wijc  f(^iider:  W  ^:3^^ 

bringen  die  Teilnngsgleichnng  nach  Art  des  §  2.  anf  die  honogec:^^ 

Form 

Fl»)  —  0 

Fehlen   dieser  Glcichnn^  die   m  honofenen  Ssmnem  u  oiedngft^s^o 
Grades«  so  hat  die  Teikwe  eines  «t  fMicktm  Psnkt  isi  PoL 

Ab  Beispiel  soll  der  Ort  der  Teil«^ 

ia  Betig  amf  eiae  KeiieM^  sl  C  II.  a  Vesäsmt  w»iem.    Die  61«- 
dwif  der  Grmadcwre  sei 

Ihi«  IVtefcrm  ist 
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(2)         (l)      (0) 

ebenen  Polferncu   r^    und  r,   sind  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
es  wird 

2if; 

ichung  der  Teilcurve  ist  daher 
(1)  (0)  (2) 


4^2) 
leicliung  entspricht  der  vollen  Teilungsgleichung 

iUS 

(P-»*!  +''2)(P  — »•«  +  »'l)  ==  0 

Vusmultiplicircn  entsteht.  Es  vollzieht  sich  also  die  Yoll- 
it  von  selbst,  wenn  dieselbe  anfangs  nicht  in  Rechnung  ge- 
rird.    Gleichung   (bj)   niuss  mit   q^   multiplicirt  werden;   es 

(2)  (1)  (0)   (2) 

4^*(V;)«-^«(tf;)«  +  4p«  tf;     t/;     —  0 

W  ik) 

mein  q^  t|;    die  Polarform  von    u    ist,  so  wird 

(2)   _  (1)         (0)  (2) 
^  (u)«       (u)«  +  4  u    M    «  0 

achte  Teiicurve  ist  daher  eine  a.  C.  IV.  0.,  welche  im  Pol 
oppelpunkt  hat.    (Siehe  Anm.) 

e  andere  Art  den  etwa  vorhandenen  vielfachen  Punkt  der 
e  im  Pol  zu  erkennen,  zeigt  der  folgende  Paragraph. 


I.     ort  wird  es  behufs  Transformation  der  Teilungsgleichaog 

F(q,  r)  =  ü     in     F(ü)  =  0 

«il  sein,  die  ToUdentige  Teilnng  zu  benutzen,  weil  dio  Berechnung 
Eeln  r,  bis  th  der  Grnndgleichung  II.  §  2.  dadurch  umgangen  wird, 
sich  z.  B.  die  voUdeutige  Teilnng  (a'")  in  der  Form  schreiben 

(1)  (1)  (1) 

(p-  r  +2r3)(p-  r  +2r,)(p—  r  +2r,)  =  0 
ebt  nach  teilweiser  Entwickelung 
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§  4.     Tellangrsgrleichan^  als  Orts^leiehunp. 

Es  kann  nicht  im  Sinno  dieser  Abhandlang  Hegen ,  Teilungs- 
gleichuugeii  aufzustellen ,  um  sie  nachher  durch  andero  zu  ersetzen. 
Den  Ort  der  Teilung  zu  erkennen,  bedarf  es  nicht  erst  der  Trans- 
formation der  Teiluniisgleichung  in  bekannte  Formen.  Vielmehr 
muss  die  Teilcurve  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  einzig  aus  der  Tei- 
luugsgleichuDg  unter  Bezugnahme  auf  die  Gruudcurve  erkannt  wer- 
den, da  sie  ja  umgekehrt  durch  die  Teilung  in  Bezug  auf  die  Grund- 
curve  entstanden  ist. 

Zunächst  versuchen  wir  einen  Weg  einzuschlagen,  welcher  den 
etwa  vorhandenen  vielfachen  Punkt  der  Teilcurve  im  Pol  uumittclbar 
aus  der  Teilungsglcichuug  erkennen  lässt.  Angenommen  wird,  dass 
der  Pol  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  der  a.  C.  n.  O.  ist  und  die 
Teiluugsgleichung  nicht  mehr  durch  q  dividirt  werden  kann. 

Setzen  wir  in  der  Teilungsglcichung    F{g^  r)  =  0 

so  fallen  allo  Glieder,  welche  g  enthalten,  fort,  and  es  bleibt  emno 
Gleichung  übrig  von  der  Form 

ö(r)  «0 


■- 


(1)  (1)      (1)  (1)    (2)       (3) 

(p— r)'— (e— r)»2r    -|-(p-.  r  )4  r  +8  r     =0 

In  dieser  Tollüeutigen  Teilung   kommen   nur  Summen   von   r  in  der  Form         ** 
Tor,     Sie  hiAt  nach  I.  wieder   den   Churakter    einer  eindeutigen  Teilung  »"^  ^* 
uomroen  und  kann  leicht  mittelst  der  Beziehung  I.  §  2.  auf  dio  Form 

F(u)  =z  0 

gebracht  werden.     Würden  wir  aber  dieselbe  Teilung  in  der  Form 

g  =  r^  ^r^  —  r, 

eindeutig  auf  ein  Grundgebilde  beziehen,  welches  eine  volle  Teilung  erfor^ 


fXX* 

t,  B.  rtul*  eine  reine  Curve  dritter  Ordnung,  so  müssten  wir  zunächst  die 
leln  der  kubischen  Gleichung 

C2)         (1)        (0) 

'"'  +  '•'  (3) +'•(5 +  (3)  =  ^ 
^  ^         ^ 

W«luuiMeu   und  in  obige  Gleichung   einsetzen     Kach  Rechnungen  langwi« 
«Itci'  All  würde  schliesslich  dosselbc  Resultat 

F(u)  =  0 
nif  v^Kfii  «ntstfhon. 
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;iie  ausser  uamcrischen  Grössen  nur  gegebene  Polferoen  ent- 
.   Die  Zahl  nun,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Bedingung 

ö  (r)  =  0 

den  Polgcraden  in  Bezug  auf  das  Grundgebilde  erfüllt  werden 

,  zeigt  an,  wieviel  Polgeraden  die  Teiicurve  im  Pol  berühren; 

liegt  umgekehrt  der  Pol  auf  der  Teiicurve  und   denken  wir 

I  nahe  liegenden  Punkt  der  Teiicurve  mit  dem  Pol  verbunden, 

0  entstandene  Sehne  der  Teiicurve  —  d.  i.  eine  Polgerade  — 
nach  derjenigen  Richtung  rotirend,  nach  welcher  sie  abnimmt, 
ird  sie  zur  Tangente,  wenn 

Q  =  0 

Die  Frage  nach  dem  vielfachen  Punkt  im  Pol  ist  aber  iden- 
mit  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  Tangenten  im  Pol.    (Siehe 

1  B.)    Um  zu  erkennen,  wie  oft  die  Bedingung 

ö(r)  — 0 

den  Polgeraden  in  Bezug  auf  das  Grundgebilde  während  der 
tion  der  Polgeraden  erfüllt  werden  kann,  muss  vor  Allem  die 
'deutigkeit  der  Teilungsgleichungen  in  Betracht  gezogen  werden, 
le  unten  A.)  Allgemeingültige  Anhaltepunkte  lassen  sich  nicht 
II.    Jede  Tcilungsgleichung  muss  für  sich  discutirt  werden. 

Achnlich  wie  die  Frage  nach  dem  vielfachen  Punkt  im  Pol  or- 
t  sich  die  Frage  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Teil« 
e.    Dividirt  man  die  Tcilungsgleichung  durch  q  und  setzt 

=  U    also    p  =  00 
9 

leibt  das  erste  Glied  der  Teilungsgleichung  bestehen.   Dieses  sei 

a(r)  «  0 
Bedingung 

«(r)  =  0 

demnach    von  denjenigen  Polgeraden   erfüllt,  welche  nach  un- 
ch  fernen  Punkten  der  Teiicurve  gerichtet  sind,  d.  h.    von  den- 
en Polgcraden,  welche  den  Asymptoten  der  Teiicurve  parallel 
Wir  bemerken,  dass  bei  der  Untersuchung  einer  allgemeinen 
ing  zunächst  folgende  Momente  in  Betracht  kommen. 

\.      />/V   Teilnufj    ixt    in    lU'ing   auf  Mehnleutif/teii  zu  uniersuvhen.     In 
leinen  Fällen  i»t  ilie  Teilung  collileuti(j  zu  nehmen.     In  sjteciellen  Fcälen 
die    Teilung   mintlerdeutig    hesti^mt    werden.     Der    allgemeine    Fall  gilt 
für  den  gpeciellen. 
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ö  (r)  —  0 


B.     Für 
ergieht  die  Teilungagleivhttng 
Die  Bedingung 


wird  mn  denjenigen   Poigeraden  erfüllt^  welche  die  Teiicurce   im  fhl  herükiea. 
Die  Zahi^  welche  angieht^  wie  oft  die  Bedingung 

Ö>(r)  «  0 

vnn  den  Ihf geraden  i.  B.  a.   C.  n,   O.*)  erfüllt  mrd,  gidit  die  Zahl  det  ti^' 
fachen  Punktes  der  Teiicuroe  im  Pol  an. 


C.     FUr 
ergietit  die  TeilungsgU'ichung 
Die  Bedingung 


a(r)  =  0 
n  (r)  -'  0 


cJ^ 


At 


wird  con  denienigen  Ptlgeradcn  erftillt,  welche  jmrallel  zu  den  Asymptoien 
Teilcurve  gehen. 

Geht  die  Tcilcorvc   durch   den  Pol,   so   lässt   sich   die  Gesi 
derselhcu  wio  folgt  näher  bestimmen.     Ein  Pankt  P  der  Teile» 
liege  nahe  dem  Pol   O.    Die  Polgerade  rotire   so,   dass  die  Seh 
OP  kleiner  werde.    Während  die  Polgerade  rotirt ,    nähert  sich  d 
Teilpunkt  P  dem  Pol  O.    Fällt  P  mit  O  zusammen,    so  sagen 
der  Teilpunkt  erreicht  die  Grenzlage.    Zugleich  erreicht  die  Pol^^  *"* 
gerade  die  Grenzlage,  sie  wird  Tangente  im  Pol.    Wir  onterschei 
den  nun 


er.     Die  DJgerade  nttire  üf^er  die  O'renzlage  nhne  den  ^inn  der 
:u  (imiern. 


e 

t 
X 

-ir 


D.  Dtr   'Jeiipnnlt  -)   /*  HWr<i'hrcitet   auf  der    mtiremleH  l\Jt/eraden 
firenzlage  im   DJ:    die  Sehne  <>/*  wini  zur  Tantfente:    der  /W  «jcf  em 
der  TeitcuriY. 

E.  VVr   Teilputdt   P  an^iert  in  der  frrmzltige  ^eine  nieittmg, 
rüchewis    M-hi-eitet :    die  l^d*fenide    »r/r»/    Dtp^ieltanffetiie    h»  f\J.     Die  Tei 
eurer  seigt  eint-  S fitze  im  P'J.     Die  Zweitje  der  Sntze  lie-jen  zn  Mden  Si 
ikr  />i»/i/irt'/.i/4.^7i/f.      IW  /W  i>ft  ein    /^»^»/W/wwJt  uer   TeHirurce. 


t1 


l)  i.  B.  a.  C.  n.  O.     Abkünnn«;    fÄr    -in 
Wirlob«  itt  Gnin.Ii*  li^jt. 

^)  Die  Bfwecun^    v{f>  TerlpmiktM  i  P   aus    •■» 
unter  Besu:rn»boie  «ut  Ja«  rorl.csrx  n«ii  Gmihi^biliie 


Bttüg  anf   4ic  n.  C  B.  0.' 


der   Tcihno^kichft 
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ß.    Die  BUgerade  ändere  in  der  Grenzlage  den  Sinn  der  Drehung^  d  h, 
w  rtitire  tiicltüärta, 

F.  Der  Teilpunkt  P  iüßerscheitet  den  IH:  die  I\tlgerade  wird  Wende- 
mgeiUe  im  l^d,   ■  Die  TeiU'urce  hat  einen    Wendepunkt  im  I^U. 

G.  Der  Teilpuidi  P  ändert  seine  Richtung  im  Bd:  die  Teilcurce  zeigt 
ne  Spitze  im  iW,  deren  Zweige  auf  derselben  Seite  der^  Doppeltangente 
egen.     Der  PtU  ütt  ein  Doppelpunkt  der  Teilcurce, 

Diesen  Merkmalen  fügen  wir  noch  hinza: 

H.  /rt  der  Ptl  ein  k  fm'her  Punki  der  Grundcttn^ej  so  werden  k  le- 
rnen r  zu  null. 

Setzt  man  daher  in  der  allgemeinen  Teilnngsgleicbang 

F{Q,  r)  «  0 

eiche  wir  aasführiicher 

abreiben 

»  giebt  die  neu  entstehende  Teilnngsgleichong 


Anm.     Als  Beispiel  soll  die  Teiluni; 

C>  =  »"i  —  '•« 
x^Qtirt   werden.     Der  Teilang    liege    eine    Hyperbel    in    beliebiger  Lage    zu 
«•nmle. 

ad  A.     Die  Teilung  ist  zweideutig,    da  sowol    r^ — r,    als  auch   r, «— r, 

berficksichtigen    ist.      Auf  jeder    Polgcraden    entstehen    zwei    Teilpnnkte, 

'Ichc  gleich  weit  vom  Pol  nach  verschiedenen  Richtungen  entfernt  sind,  weil 

^^  =  Tj  — r,     und     ^,  =  —  (r^  —  r,)     ist. 

ad  B.     Fflr 

Utcht 

r,  —  r,  =  0     oder     r ,  —  r,  =  0 

^iden  Fallen  ist  die  Bedingung 

r,  =r, 

^rfQllen.     Es  giebt  nur  zwei  Folgoradcn,  welche  die  Bedingung 

'QHfn    können,    das   sind   die  Tangenten   an    die  gegebene  Hyperbel.     Diese 

itlen  Tangenten  sind    nach   B.  Tangenten   der  Teilcurve   im  Pol.     Liegt  der 

'   innerhalb  der  Hyperbel,  so  hat   die  Teilcurve  einen  isolirtcn  Doppelpunkt 

^ol.     Alsdann  giebt  es  keine  gemeinsamen  Tangenten  an  Hyperbel  und  Teil- 
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^(9^  ri,  rj,  .  .  .  r„_t)  —  0 
die  neue  Teilung  sämtlicher  Polgeraden  an. 

J.     Nimmt  die  Teilungagleichung 

F(Q,  r)  =  0 
durch  die  Subsiitittion 

(k)  p  ==  rw  =  rn-i  -=  '«-2  =-  .  .  .  —  rM-*fi 

die  identische  Juniu 

rt/i,  HO  (rßllt  sie  die  Bedingung  (k)  d.  h    die  Teücuroe  geht  durch  den  k  facM^'^ 

l\mkt  der  Grundrurre  ^   denn  Je  gegebene  Pol  fernen  müssen  gleicb    ? 
sein,  wenn  ein  /.•  faclier  Grundpunkt  zugleich  ein  Teilpunkt  sein  sc^^^- 

§  5.    Wechselbeziehung  zuvischen  Pol  und  Teilpunkt. 

Bisher  wurde  die  Gesamtheit  der  Teilpunkte  auf  den  gegeben^^* 
Pol  bezogen.  Jetzt  soll  umgekehrt  der  Pol  auf  jeden  Punkt  t  ^' 
Teilcurve  bezogen  werden. 


curve.     Die  Teilcurve    ist   vierter  Ordnung ,    da    ein  Doppelpunkt    in  den 
fällt,  ausserdem  auf  jeder  Folgernden  noch  zwei  Teilpunkte  bestehen. 

ad  C.     Für 


wird 


r,  —  r,  =QD  :=:r^^r^ 


diese  Bedingung  wird  durch 

r|  =  4-00      und     r^  =  +00 

erfüllt,    d.  h.    diejenigen  beiden  Polgcraden,    welche   den   HjperbelmsjiBpCofe 
parallel  laufen,  geben  die  Asymptoten-Richtungen  der  Teilcnnre  an. 

ad  ß.  Die  Polgerade  ändert  in  der  Grundlage  den  Sinn  der  Drehn: 
weil  sie  gezwungen  ist  einem  Punkte  der  Hyperbel  zu  folgen,  dieaer  Hyperbel^ 
punkt  aber  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  weitergleitet,  nacbdea  dia 
Polgcradc  die  Hyperbel  berührte. 

ad  F.  Der  Teilpunkt  überschreitet  den  Pol,  weil  die  Polgerade  in  d 
jenigen  Moment  die  Teilung  ändert,  wo  sie  die  gegebene  Hyperbel  berfthrt. 
Liegt  der  Pol  ausserhalb  der  Hyperbel,  so  hat  die  Teilcnnre  einen  reellen 
zweifachen  Wendepunkt  im  Pul.  Die  ad  B.  erwähnten  Tangenten  tob  Pol 
an  die   Hyperbel  sind  Wendetangenten  der  Teilcurve. 

Da  der  Pol  ein  (eventuell  isoHrter)  Doppelpunkt  der  Teilcnrre  ist. 
zeigt  je«le  Polgerade  zwei  Teilcurrensehnen.  welche  infolge  A.  too  glodier 
Länge  aber  entgegengesetzt  geriehtet  sind.  Beide  Sehnen  erscbeiscB  als  eint, 
wenn  der  Pul  innerhalb  der  Hyperbel  liegt,  d.  h.  wenn  er  ein  itoliiltr 
Doppelpunkt  der  Teilcurve  ist. 


«- 


«1 
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jeder  ihrer  Summanden  in  Bezug  auf  Qk  and  r  znsammengeDommen 
gleich  hohen  Grades  ist.  Dasselbe  gilt  von  Gleichung  (k')  weil  ^i 
wie  r  der  Gleichung  (k)  durch  eine  Grösse  desselben  Grades  ersetzt 
wird.  Wenn  aber  jeder  Summand  der  Gleichung  (kO  in  Bezug  auf 
Qk  und  r  zusammengenommen  gleich  hohen  Grades  ist,  so  können 
wir  Gleichung  (k^  mit  —1  multipliciren  und  erhalten 

(k")  F(Qk,    (,ik-rO-0 

Den  Wechsel   in   der  Eigenschaft  als  Nullpunkt  zwischen  Pol 
und  Teilpunkt  wollen  wir  durch  die  Gleichung  angeben 

(a)  F(gk,r)  =  F(9k,     Qk—rk)  ^  0 

[gk  —  rk  Statt  r] 

Der  Teilpunkt  Pk  war  ein  beliebiger  Punkt  der  Teilcurve.  Statt 
dessen  können  wir  jeden    anderen  Punkt   dieser  Teilcurve  wählen. 
Obige  Wechselbeziehung  (a)  gilt  also  zwischen  dem  Pol  O  und  jedem 
beliebigen  Punkt  der  Teilcurve.    Denken  wir  uns  nicht  allein  die 
Grundcurvo,  sondern  auch   die  Teilcurve  in  ihrem  ganzen  Uuifaoft® 
gegeben,  und  wenden  das  soeben  gefundene  Resultat,  dass  Gleicha^^ 
(k")  für  joden  Punkt  der  Teilcurve  als  Nullpunkt  gilt  in  der  We^^^ 
an,  dass  wir  einen  Punkt  P  als  Nullpunkt  auf  der  Teilcurve  glei*-*^ 
lassen,   während  seine  Verbindungslinie   mit   dem  Pol  um  letzte^^ 
einen  Strahlenbüschel  beschreibt,   so   bemerken  wir,  dass  die  V^ 
lungsgleichung 

-^(P*i     Qk  —  rk)  «  0 


auf  jeder  Polgeraden  eine  Reihe  von  Punkten  bedingt,  deren  eii 
in  den  Pol  fallen  muss.    Ist  die  Teilcurve  mter  Ordnung,  so  tri 
der  gleitende   Punkt   P    die  vorerw&hnte   Polgerade    OPk  m 
Jedesmal  aber,  wenn  P  auf  dieser  Polgeraden  erscheint,  bedingt  d^ 
Teilungsgleichung 

^(9k.     Qk  —  rk)  ^0 

eine  neue  Reihe  von  Punkten,  deren  einer  in  den  Pol  fUlt  Da^ 
selbe  gilt  auf  jeder  Polgeraden.    Der  Ort  der  Teilung 

ist  also  eine  a.  C.«  welche  einen  m  heben  Pnnkt  im  Pol  hat.  Dies^ 
Curve  nennen  wir  ««seoundär^  TeilcuTe**  im  Gegensatz  za  der  „pr^ 
märvn  Toilcur\t^'\  auf  welcher  der  Punkt  P  als  Xollpankt  Reitet 

Da  es  dorn  Princip  der  Teilung  zu  Gmnde  liegt,   die  Polfeme  ^ 
der  Grundcurve  von  jedem  beliebigen  Xnllpunkte  dnrdi  r,  bis  r. 
messen«  s«  wollen  wir  dies  auch  tan«  wenn  der  Xnllpuikt 
GloiciiiiQg  V*"^  gilt  wie  wir  wissen  fir  jeden  Pmakt  der  TeOaurre 


366  Gaertner:  Teäungen. 

Wir  wollen  den  auf  der  Teilcurve  gleitenden  NnUpunkt  ,,FoP 
nennen ,  da  auf  ihn  die  Teilung  bezogen  wird.  Der  frtthere  Pol  0 
soll  „fester  Punkt  <9"  oder  nur  „Punkt  <9"  heissen.  Das  Vor- 
bemerkte fassen  wir  kurz  in  folgender  Weise  zusammen: 

II.     (t leitet  (1er  Pol  auf  der  primären  Teilcurve  mter   Ordnung 

F(«,  r)  -  0 
des  feileth  Ihiidies  O  i.  lt.  a.  C.  n.  O. '),  «»  trt  iler  Ort  der  Teiluug 

F(9,     (»-r)=0 

in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  jeder  durch  O  gehenden  Geraden  md  ^ 
a.  C,  «.  O.  die  aecuiuläre  Teilcurve,  Dieselbe  hat  einen  m  fachen  htnkt  «■ 
feitteti  JStnk'te  O. 

Denken  wir  nun  um  den  auf  der  primären  Teilcurve  gleitenden 
Pol  einen  Büschel  beschrieben  und  in  jedem  Moment  des  Gleitens 
auf  „allen^*  Strahlen  dieses  Büschels  die  Teilung 

Hq,    p-r)-0 

i.  B.  a.  C.  n.  0.  erfüllt,  so  ist  der  Ort  der  Teilung  in  jedem  Mome^)^ 
des  Gleitens  eine  a.  C,  welche  durch  den  festen  Punkt  O  geht,  ^^^ 
sie  die  Verbindungslinie  des  gleitenden  Poles  mit  dem  festen  Punl^ 
O  in  einer  der  vorgenannten  m  Punktreihen  schneidet,  aus  de^'^ 
sich  die  secund&re  Teilcurre  zusammensetzte  und  jede  dieser  Pnr^^ 
reihen  einen  Punkt  in  O  zeigte.    Diesen  Ort  der  Teilung 

i,  R  a.  C.  n.  0.,  dessen  Pol  und  Nollponkt  ein  beliebiger  Punkt 
primiren  Teüciunre  sdn  kann«  nenien  wir  ,,coordinirte  Te 
curve'\    Es  besteht  das  Gesetz: 

/\e,  r)  =  0 
F.f.     ^-r^-0 


i'--r 


-£tl 


Iza 


* "« 


er 


l^ak«  r,  ««i  F«  «^  Sc:>Bi>kL   $.r  sa«i  Mi.  £«»  Air  «rUMR  FM  O 


{ 
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tm  Sj/siem   von    cUg^tuKhen     Curven,     deren  jede    durch  den    J\mkt    O 

Die  nachmalige  Substitution   q  —r  statt  r  würde  einen   neuen 
Wechsel  von  Pol  und  Teilpunkt  anzeigen.    Der  Pol  wttrde  auf  der 


1)  um  eine  Anwendung  des  Satzes  III.  zu  zeigen,  möge  der  Kegelschnitt 

Bod  in  seiner  Ebene  dsr  Punkt  0  gegeben  sein.  Prim&re  Teilcnnre  sei  die 
(endo  PoUre  des  Punktes  O.  Diese  ist  der  Ort  der  harmonischen  Teilung  in 
Bexag  auf  den  Funkt  0  nnd  den  gegebenen  Kegelschnitt.     Ihre  Gleichung  ist 

Um 

^tttt  dessen  k&nnen  wir  schreiben 
)ie  Sobstitution  ^  —  r  statt  r  crgiebt 


^ese  Gleiehnng  ist  wieder  identisch  mit 

h,  die  coordinirte  Teilcunre  ist  eine  gerade  Polare.  Es  folgt  nach  Satz 
I.:  Gleitet  der  Pol  auf  der  geraden  Polare  des  Punktes  O  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  so  beschreibt  seine  Polare  einen  Strahlenbüschel  um  den 
unkt  O, 

Anm.  zu  §  5.     Dnreh  die  allgemeine  Teilungsgleichung 
0  F(q.  r)  =  0 

ird  der  Teilpunkt    P   einer  Polgeraden  auf  den  Pol    O   bezogen.     Auf   der 
olgeraden  OP  gilt  aber  trotz  beliebiger  Lage  des  Gnmdpunktes  R  die  Be- 

fillQQg 

0P=  OR-t-RP 

^^  wir  kurz  schreiben 

Soll  nun  aus  obiger  Gleichung  diejenige  Gleichung  abgeleitet  werden, 
-Iche  umgekehrt  den  Pol  O  auf  den  Teilpunkt  P  bezieht,  so  bleibt  die  ge- 
übte Folfeme  q  unge&ndert,  w&hrend  infolge  a 

)  an  Stelle  von  r  der  Wert  g  —  r'  tritt, 

I>ie  Gleichung 

*ieht  daher  den  früheren  Pol    O   auf  den  Teilpunkt   P  als  Nullpunkt.    In 
'^r  Gleichung  aber  tritt  r'  als  gegebene  Polfeme  auf.    Wir  bezeichnen  daher 
i^t  r  nnd  erhalten 
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secandären   Teilcurve  oder  anf   dem   System  coordinirter   Gnrren 

gleiten,  je  nachdem  die  Teilung  anf  demjenigen  Büschel  vollzogen 

wird,  dessen  Centmm  der  feste  Punkt  O  ist,  oder  anf  einem  Büschel, 

welches  den  Pol  begleitet.    Diese  Betrachtung  wflrde  hier  zu  weit 

ftthren.    Es  sei  nur  bemerkt,  dass  die  nochmalige  Substitution  ^-r 

statt  r,  so  bedeutungsvoll  sie  sein  mag,  doch  auf  die  ursprttDgliche 

Teilungsgleichung 

F{Q,  r)  -  0 

führt,  wie  dies  die  Gleichung  anzeigt 

(C)  F(Q,Q^r)  -  Kp,  r)=0 

[p— r    statt    r] 


§.  6.    Dureh  Centralprojection  auf  parallele  Trifer  wird  die 

Teilung  nleht  geindert. 

Setzt  man  in  die  allgemeine  Teilungsgleichung 

(0)  J^(e,  r)  -  0 

(1)  kg    statt    p    und    kr    statt    r 

worin  k  einen  beliebigen  numerischen  Factor  bedeutet  und  „Ar  str- 
r^^  allgemein  steht  für  kr^  statt  r^,  kr^  statt  r,,  kr^  statt  r,  u.  s.  ^ 
so  erleidet  die  allgemeine  Teilungsgleichung  (0)  keine  Aenderui::^ 
da  in  jedem  Gliede  der  Gleichung  (0)  „p  und  r  zusammen  geno^ 
men^'  in  gleichem  Grade  vorkommen,  d.  h.  die  Summe  der  Exp«* 
nenten  von  p  und  r  jedes  Gliedes  ein  und  dieselbe  Grösse  ist.  Obig 
Substitution  (1)  würde  daher  eine  Teilungs^eichung 

/t*p,  *r)  =  0 

erzeugen,  in  deren  einzelnen  Gliedern  der  Factor  k  in  gleich  hohe 
Potenz  enthalten  wäre.  Die  entstandene  Gleichung  könnte  infolg« 
dessen  durch  die  entsprecheude  Potenz  von  k  dividirt  werden  um 
kirne  wieder  auf  die  Form  (0). 

Nähme  nun  k  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werte  zwischei 
—  Qc  und  4"®  >u[^  so  würde  eine  successive  Grössenftndemng  samt« 
Hcher  Polfemen  (gegeben»  wie  gerachter)  stattfinden,  welche  mai 

O)  Jr(^    P-0  =  o 

v«)che  Gl«tcb«ii(:  nach  (/)  duncb  dt«  Sab«tit«t»oB 

p  —  r    stan    r 
(0>  AK;«k:tfC  verd«fli  kaas. 
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sich  nnmittelbar  aas  ihrer  Coefificientenreihe  bestimmen  lassen.  ^^ 

den  Vorteil  solcher  Coefficientenreihen  zn  zeigen,  fahren  wir  ^^ 

folgenden  Teilnngsgleichnngen  in  beiden  Gleichnngsformen  an.  D^^ 
Einheitsteilnng 

(1)  (2)  (n) 

(0)  gn^gn^l  ^  +Q^-^  r  —  .  .   .  ±  r  =-  0  1) 

(n)      (n^l)        (n-2)  (0) 

(00  tt+      tt     +      tt      +...  +  to  =0 

zeigt  in  jedem  Sammand  den  numerischen  Coefficienten  „l^S  Gs1)en 
wir  statt  dessen  jedem  Snmmand  einen  beliebigen  numerischen  C^3ef- 
ficienten,  so  entsteht  eine  Teilung  (gleichviel  welchen  Grades),  welche 
wir  „homogen^'  nennen.  Der  Grad  der  Teilung  kann  sich  :xiQr 
ändern,  wenn  die  numerischen  CoefGcienten  der  höchsten  Poteim^^eii 
von  Q  zu  null  werden.  Die  homogene  Teilung  mten  Grades  ^ 
daher  die  Gleichung 

(n— «i)  (n— w+l)  (n) 

(1)  »mfT     *•      — ffm-ip"»"^        r        +  .  .  .  ±«0  *•  =0 

(m)  (m-1)  (0) 

(1')  «m     tt  +«»-1        tt      +  ...    ±«0  «   —  0 

Die  Coefficienten 

sind  null  geworden. 

Die  CoefBcientenreihe  dieser  Teilung  ist 

0,    0,     0,     ...     «m,     «»-1,     am— 2)     ...     «0 

Die  ersten  tt  — m  Coefficienten  sind  null*).    Um  zu  beweisen,  da. 

(«) 
Gleichung  (1)  mit  (1')  identisch  ist,  dividire  man  (1)  durch    r 

setze  nadi  §  2. 

(n-it)  (h) 

r  , 


(ti) 

r 


Es  entsteht 


(m)  (m-1)  (m  -2) 


1)  Jede  TeiloBgtgleichang  CDthllt  arnter   ^  und  r  nar  namerische  Coe^ 
flcieaten.     Vgl.  I.  §  1. 

S)  Es  kÖDOtii  aoth  die  letuen  Coefficknten  nvll  werden. 
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(h)  h 

Da  nun  ^  %if  die  Polarform  von  u  ist,    so  entsteht  Gleichung 
).   Wir  bemerken  das  Oesetz: 

I.     Die  homogene  Teilung  fmteracheidet  sich   von  der  EinheitMteilung  nur 
cM  die  numerischen  Coefficienten  der  einzelnen  Summanden.  ^) 

Identisch  mit  diesem  Gesetze  ist  folgendes: 

la.     Die  Gleichung  einer  homogenen  TeUcurve  m  der  Form 

F{u)  =  0 
ertcheidel  sich  von  der  Gleichung  der  Grundcurve 

(n)       (n-1)        (n-2)  (0) 

tt-j-       u       -|~       u       +...-|~«*=0 

-  durch  numerische  Coefficienten  der  homogenen  Summen  u. 
Aas  der  Identität  der  Gleichungen  (1)  and  (1')  folgt: 

Ib.     Den  Gleichungen  einer  homogenen  TeUcurve  in  der  Form 

F(q,  r)  =■  0    oder    F{u)  =  0 
fi  dieselbe  numerische  Coefficientenreüie  zu  Grunde. 

Gleichung  (1)  zeigt  nur  Summen  von  r,  deren  allgemeine  Form 

ist     Zufolge  §  3.  heisst  dies 
II.     Die  homogenen  Teilungen  sind  eindeutig. 

Die  homogene  Teilung  mten  Grades  (1)  schreiben  wir 

„hom.  — " 
-Aus  (!')  sehen  wir: 


HL     Der  Ort  der  Teilung 


^ne  a.  C.  m.  O.  *) 


n 

.Jiom.  —  " 
^        m 


X)  Die  Einheitsteilang  enth&lt  in  jedem  Summanden  nnr  eine  Summe  ron 

w 

allgemeinen  Form    r  ;    die  allgemeine  Teilangsgleicbnng  enth&lt  r  in  be- 
^er  Anordnung. 

2)  Die  homogene  Teilcurre    ist  aber  nter  Ordnung,    wenn  der  COefficient 

(«) 
nöehsten  Gliedes  (q  oder    u  )  nioht  null  wird.    Es  findet  dann  stets  eine 

lang  „hom.  -"  statt. 
II 
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Ist  der  Pol  ein  k  facher  Punkt  der  a.  C.  n  0. ,  so  werden  ^ve 
k  PolferncD  r  zn  null.  Ans  GlcichiiDg  (1)  'schwinden  die  letzten  l 
Summanden  und  wir  erkennen  mittelst  (1') 

IV.     If4  der  Pol  ein   k  facher  Punkt  der  cl   C.  n.  O.,  so  igt  er   fl«f^ 
ein  k  facher  Punkt  jeder  homogenen  Teücurve. 

Derselbe  Satz  lautet  in  Bezug  auf  Teilung: 

IVa.     I'ft  der  PU  ein  k  facher  Punkt  der  a,  C.  n.  O,,   go  erleidew^  die 

Ptlgeraden   durch    Ptdy    Curoe  und  homogene   Teilcttrve  mter    Ordnung     rf«< 

Teilung 

n  — k 

m — k 

Diesen  Satz  zu  beweisen,  lassen  wir  die  Polfernen  r«,  r«.!  -,  ••• 
rN-.tn  null  werden.  Gleichung  (1)  geht  also  für  den  Fall  ein.  ^^ 
fachen  Punktos  der  Grundcurve  im  Pol  in  die  Gleichung  über 

{n—m)  (n--f»+l)  (n— *) 

Dafür  kann  man  schreiben 

(n-t— [m— *])  (n— I:— [m— *-!]) 

(n-k) 
.  .  .  ±cf»       r       — 


0 


Setzt  man 
so  entsteht 


m 


—  i*  —  m'     und     «  —  fc  — 


De 


{H—m')  (•'—■••+1)  (m') 

welciio  Gleichung  nach  Analogie  der  Gleichang  (1)  eine  homog^^^ 
Teilung  mhL>ii  Grades  in  Beiug  aaf  m*  Grvndpvnkte,  d.  h.  die  Teüu^^"^ 

• 
Jiom.*--* 

M 

a^gicbl.    Die  Ci^ificieaii^a  sind  gau  beliebige  aiBerische  Factore-"^'^^ 
sie  ki^miCQ  eitto  Teihiag  aar  speciafisirem.    Setzt  aaa 

%   -  *  — i    ud  •'  =  »  —  * 

3«»  «rkemut  mai  die  Gfthigkeit  d«  Satan  IVa. 

Wexta  »aa  Vokakr.  <bj$  der  Traten'  dar  Grud^vi&te  mm 
Wh<^i^gw  $<:«  kama«  da»^  aK>  «üe  a.  C  a.  O.  stets  dwk  •  Gerad 
Yei^irii^   ayt^m   kaaa.  v^na  es  fax  aaf 
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oall  werden.  Es  kommen  zunächst  nnr  die  Goefficienten  deijeixigen 
Glieder  der  Gleichung  (g)  in  Betracht,  in  welchen  der  Expoxest 
von  Q  gleich  und  kleiner  ist  als  m.  Diese  Coefficienten  sind  der 
Reihe  nach 

n  ...  (m  +  3)(m+2)(m  +  l)       n  ...  (m  +  2)(m+l)m  . 
^^^  {n-m)!  '  (n-m  +  1)!  ' 

n  ...  (m-(-l)m(m — 1) 

Offenbar  können  alle  Glieder  der  Gleichung  (g)  durch 

n  ...   (m+3)(m+2)(m4-l) 
dividirt  werden,  dadurch  erhalten  die  Coefficienten  (g')  die  Fo 

.  „.        1  tn  m(f»~rl) 

^8^         (n-m)P     (ft-m+l)!'     («-.m+;2)!'     '^^  8^' 

Die  Coefficienten  der  entwickelten  Gleichung  (t)  sind 

/4#f\  ^  •**  m(m — 1) 

(r)  1;        jj;         2^ ;     u.  S.  W. 

Multiplicirt  man  die  Coefficienten  (g'O  der  Reihe  nach   mit  d 
Coefficienten 

,n.v  ,  ^,       (n-m  +  1)!       (n-m  +  2)! 

W  (n— m)!;     j-j ;     ^ij ;     u.  S.  W. 

so  entstehen  die  Coefficienten  {i")  d.  h.: 

Die  Gleichung  (g)  der  Grundpunkte  wird  durch  die  Coefficienten^ 

/*%.v      r*      ^                .           VI       (« —  m+1)!       (n  —  m+2)!  ^^ 

(^')      0;    0;    ...     (n-m)I;    ^^ il^  '     ^ 2l"» '^^  •' ^ 

in  die  Gleichung  (t)  der  Teilpunkte  ttbergefahrt. 

Da  es  nur  eine  einzige  Coefficientenreihe  giebt,   welche   die   ^ 
Gleichung  (g)  in  (t)  überführt,  so  bemerken  wir 

I.  Es  giebt  nur  eine  homogene  Teilung  mten  Grades^  welche  durch 
Centralprojection  keine  Aendenmg  erleidet 

n 

Diese  Teilung  schreiben  wir  kurz  Teilung  „A  "^S  indem  durch 
das  Zeichen  A  die  Projectionsmöglichkeit  angedeutet  werden  soll. 
Durch  die  Coefficientenreihe  (^')  ist  die  Teilung  A  -        bestimmt 
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ese  Teilang  /\  —  wird  in  Bezog  auf  einen  Pol   and  n  gegebene 

tu 

undpunkte  einer  Polgeraden  nnr  von    m  Punkten  in  bestimmter 
^e  erfüllt. 

Wir  haben  znnächst  nnr  diejenige  Teilang  A  -gefanden,welche 

171 

Bezug  aaf  einen  Grandbüschel  tnter  Ordnung  einen  concentrischen 
ilbflschel  mter  Ordnung  erzeugt.    Zum  Centrum  beider  Büschel 

iQte  jeder  beliebige  Punkt  gewählt  werden.     Die  Teilung  A  - 

it  sich  daher  von  jedem  beliebigen  Punkte  auf  jede  beliebige 
gerade  (eine  Gerade,  welche  durch  den  Pol  geht)  der  gemein- 
en Büschelebene  projiciren,  da  umgekehrt  die  Teilungsgleichnng 
jede  Polgerade  gilt.  Nach  §  6.,  I.  lässt  sich  aber  jede  Teilung 
parallele  Träger  projiciren,  woraus  folgt 

n 
II.      Die  Teilung  A  ~"  ^'«wn  (^ne   eine    Aenderung   zu    erleiden,    auf 

1  beliebigen    Träger  projicirt  werden. 

In  einfachster  Weise  lässt  sich  die  gefundene  Coefficientenreihe 
folgt  ableiten 


m) 


1 

1 

1 

1 

1 

u.  s.  w. 

0 

1 

2 

3 

4 

5» 

0 

0 

1.2 

2.3 

3.4 

?1 

0 

0 

0 

1.2.3 

23.4 

>» 

0; 

0; 

(n-m)! 
1!       ' 

(n- 

•m  +  l)! 
2! 

(n- 

•m4-2)I 

rk  t 

u.  s. 

w. 

3! 
Diese  Coefficientenreihen  beziehen  sich  wie  folgt: 

auf  die  Einheitsteilung  (a  -) 

n 


auf  die  Teilung  A ? 

"     '»  "      ^  n  —  2 


"*»)  11     1^  "      ^  m 


\ 
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Es  zeigt  sich  das  Gesetz: 

m.     Die  Teilung  /\  —  kann  durch    (n  —  m)    maiige  Anwendung  *J^ 
Coefficienienreihe  0.  1,  2y  3,  .  .  .  aus  der  Eiiüieitsteilung  abgeleitet  wer'  •^^•^'• 

Obigen  Coefficientenreihen  entsprechen  die  Teilangsgleichaa  ^en- 

(1)  (2)  (3) 

(0)        Teilung        pH_pH-i  ^  4.^h-2  ^  —  p«-8  ^  ^     _  .  o 

,,,         .     n  (1)  (2)  (3) 

(n-wi)         A-  1.2...(n— i/i)p«"       r       —2.3 

(fi — f»-j-l)  (w 

...  (n~m-|-l)  p»»-l  r  +  ...   ±(m-|-l)  (wi+2)  .. .  «  .r 

In  umgekehrter  Reihenfolge  kann  man  an  Stelle  der  Gleich  " 
(n— m)  schreiben: 

(n)  («-1) 

(m-|-l)(m+2)  ...  n  r  —  in(w-f-l)(m+2)   ...  (n-:)g       r 

2(n— 2) 
+  (m— l)m(m+l)  ...  (n-2)^         r         —  ...  ±1.2  ... 

{n—m) 
...  (n — Tn)Q*^       r       «=  0 

dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

(wi-f-l)(^  +  2)  ...  ng*^  r 
so  entsteht 

worin 

(1) 

(2) 
„1        11,11,  ,11 

^   —  c^  —  •  —  -4-  ~  •  —  -4—  , . .   ■+-  •  U.   S.   W. 

ist    Die  m  Wurzelbeziehnngen  dieser  Gleichung  {n—m^  sind  iden- 


Gaerineri  Teilungen*  367 

Bch  mit  den  m  Eigenschaften  der  Polarcnnren,  welche  hei  Salmon- 
iedler  „Höhere  ebene  Curven"  S.  138  (1873)  entwickelt  sind.  Wir 
thliessen  darans: 

IV.     Der  Ort  der  Teilung  /\  —    ist  die    (n  —  m)(e   Polare    (oder   die 
ißlare  mier  Ordnung)  einer  €l  C.  n.  O, 

In  der  Form 

F(u)  —  0 

ssen  sich  die  Gleichungen  der  Polaren  infolge  §  7.,  Ib.,  wie  folgt, 
>leiten 

(n)       (n-1)         (n-2)         (n-3)  (0) 

C.  n.  0.:u4~      **      +      «*      +      **      +...  +  tt=0 

(n-1)  (n-2)         (n-3)  (0) 

e  Polare:  u      +2      u      +3     u -f  •••  +nt*  =  0 

(n-2)  (n-3) 

e  Polare:  1.2      u      +2.3      u      +  ... 

(0) 
. ..  -}*(** — l)n.tt  ■—  0 


(1)       (0) 
— l)te  Polare  (gerade  Polare)  u-f-nu  — 0 

e  Teilung  A  ~~   bezeichnen  wir    auch    als    „Polarteilung    mten 
•ades". 

Zur  Ableitung  der  Gesetze  über  Polarteilungen  ist  die  Gleichung 
— m)  wenig  geeignet  Wir  entwickeln  eine  andere.  Aus  der  Ab- 
itung  durch  die  (yoeffidentenreihe  0,  1,  2  .  .  .  erkennen  wir  zu- 
ichst  das  Gesetz: 

(a)  Jede  Polare  entsteht  aus  der  Polare  nächst  höherer  Ord- 
ing  durch  dieselbe  Operation  ^). 

Dividiren  wir  die  Gleichung  der  Einheitateilung  durch  r^.rf.r^ 
.  Tu,  so  erlangt  sie  die  Form 

. • , . ,  «■  %j 

^1  *•«  r^  fn 


1)  Dabei  kann  die  Grondcunre  aU  Ote  Polare  oder  als  Polare  nter  Ord- 
ng  der  a«  C.  n.  O.  angesehen  werden. 
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Diese  Oleichung  kann  als  Gombinationssninme  der  n  Elemente 
zur  nten  Classe  in  der  Form 

r 

(») 

r 

geschrieben  werden.  Verringern  wir  die  Glassenzahl  dieser  Combi- 
nationssnmme  stetig  nm  „l'S  so  entsteht  nach  der  (n  ~iR)ten  glei- 
chen Operation 

(m) 


nach  der  (n  — l)ten  gleichen  Operation 

(1) 


(fi-l), 


0 


oder 


Diese  Gleichnng  (n  —  1)  können  wir  schreiben 

(n-1)         (n) 
p       r        —  nr  =»  0 


Diese  Gleichung  ist  aber  nach  §  7.,  Ib.  identisch  mit  der  Gleid»^^ 

(1)     (0) 
tt+ntt  —  O 

welche,  wie  vorher  abgeleitet,  die  gerade  Polare  der  a.  C.  n.  0. 
deutet    Gleichuig  (• — m),  muss  die  Polarteiloog  Mten  Grades 
geben,  da  sie  durch  fortgesetite  Reiche  Operation  aus  da*  EinheS    ^ 
teilung  abgeleitet  ist,  und  diese  Operation  schliesslich  aaf  die  deich 
der  Polarteilung  ersten  Grades  Hlhrt  Multiplidren  wir  die  Glekh 

(r^m),  mit 


H 


(•  — "•)« 


(«)» 


r,.r,  .. 

.  rm 

finden 

wir 

le— 'l)(*— '■l) 

...  (f 

-n.r" 

(«) 

(»—■*; 

r 

=  0  = 

.-  A 

■ 

-J 

analog 

ftlr    m 

-■-• 

') 

(«— ) 

(-> 

r 

r.ö- 

p-   r 

«/ 

1 

l)  Dt««  GUkliBCirvB  Usmi  si^  kkkt  wi 
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lODg  (n'—m)  giebt  die  (n— m)te  Polare  (m.  0.)  an 

('»"')         „      „       mte  „       ( (n  —  m).  0.)  an 

ach  §  5',  I.  bedingt  die  Sabstitution 

Q  -  r    statt    r 

Wechsel  von  Pol  nnd  Polarpunkt  (Polarpnnkt  an  Stelle  von 
nkt).    Die  genannte  Snbstitntion  ergiebt 

(m)  (m) 

2^^         -0  -      ^ 


r  Q  —  r 

[^  — r     Statt     r] 

lie  mte  Polare  ist  die  „coordinirte  Teilcnrve"  der   (n-  m)ten 
.    Ans  §  5.,   III.   folgt   der  in  Bezug  auf  Polaren  bekannte 

rleitet  der  Pol  auf  der  mten  Polare  des  Punktes  0.  i.  B.  a. 
). ,    so  beschreibt  die    (n  — wi)te  Polare  i.  B.  a.  C.  n.  0.  ein 
um  den  Punkt  O." 

)leitung  des  ersten  Teilungsgesetzes.     Setzt  man  k  Polfernen 
1  null  ^),  so  geht  die  Gombinationssumme 

(m) 

(m) 
I— Ä;>  m  ist    Es  ergiebt  sich  das 

alungsgesetz  I.      Ist  der   Pbl  ein  t  facher  Punkt  einer  a,  C.  n.   O., 
len  die  Pidgeraden  durch  Pol,  Curve  und  mte  Polare  die  Teilung 

n  —  k 

Ist  der  Pol  ein  (n  —  2)  facher  Punkt  einer  a.  C.  n.  0., 
so   werden   sämtliche   Polgeraden  durch  Pol,   Curve  und 

erste  Polare  harmonisch  (  A  j  )  geteilt  *). 


I  Man  setze 

Th  «  0,     rn-l  «  0,     rn-2  «  0  .  .  .  Tn-i+l  =  0 
en  nur  noch  die  Polfcmcn  r  bis  r«— *  bestehen, 
i.  B.  anf  eine  C.  III.  O.  bei  Salmon-Fiedler  S.  177  bewiesen. 

l.  Mftth.  n.  Phys.    2.  Reihe.  T.  X.  ^* 
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„Die  Gleichung 

(m) 
r  «0 

wird  durch  jeden  Polarpnnkt  mten  Grades  eines  unendlich  fernen 
Poles  erfüllt"  *). 

Während  ein  anf  der  Geraden  IJ  gleitender  Punkt  in  Bezog  auf 
die  n  gegebenen  Grundpunkte  der  Geraden  die  Bedingung 

(m)  (m) 

-£  r  —  0    d.  h.    r  =  0 

m  mal  erfüllt,  nämlich  jedesmal,  wenn  er  anf  einen  Polarpunkt  mten 
Grades  fällt,  so  erfüllt  ein  beliebiger  Nullpunkt  der  CurveDebeoe, 
um  den  eine  Gerade  U  rotirt,  die  gleiche  Bedingung 

(m) 
r  «  0 

in  Bezug  auf  die  a.  C.  n.  0.  und  einen  unendlich  fernen  Pol  n-m 
mal.  Dies  folgt  sowol  aus  der  Wechselbeziehung  zwischen  mter  and 
(n  —  m)  ter  Polare ,  da  Pol  und  Polarpnnkt  einmal  getauscht  haben 
(der  Nullpunkt  wird  jetzt  Polarpunkt;  vergl.  Substitution  p-r  statt 


1)  Ist  die  Gleichang  einer  a.  C.  n.  0.  auf  ein  beliebiges  Coordin«tfn- 
System  (X,  Y)  bexogen,  so  kann  man  fUr  eine  beliebige  AbscUse  all  GUi- 
ehnng  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  a.  C.  n.  O.  schreiben 

(n) 
2:(aj  — a)«0 

wenn  a^  bis  an  die   ftkr  jede  Abscisse    als  gegeben  zn  betrachtenden  Entfef' 
nnngen  der  Schnittpunkte  Ton  der  Y-Axe  bedeuten.    Die  Gleichung 

(m) 

bcteirhnet  alsdann  die  Polarpunkte  mten  Grades  eines  unendlich  fernen  Pol** 

in    der  Richtung   der   X-Axe.      Daher   muss   bei    Parallelyeischiebong  «"^ 

Abscisse 

(m) 

den  Ort  der  Polarpnnkte  mtcn  Grades,  den  sogenannten  krummlinigen  Diirc°' 
mtsiter  ergeben.    Daraus  folgt: 

^Durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

F(x,  jr)  =  0 
einer  a.  C.  n.  O.  nach  einer  der  beiden  Variabelen  entstehen  die  Gleicbnng^* 
der  krummlinigen  Durchmesser  in  Beinjir  auf  einen  unendlich  fernen  Pol  in  ^^ 
Richtutt);  derjenigen  Axe,  welche  der  diffeitntürten  Variabelei  entspricht^f 
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§  5.,  I.)  als  anch  ans  der  Identität  der  Gleichungen  (0)  and  (0') 
«  §  7.    Setzt  man  nämlich 


(0') 

(n—m) 

-0 

mnss 

entsprechend 
(0) 

(•»)_ 

0«) 

srden. 

Gleichung 

I)  Der  Umstand,  dass  für 

(m)  (n-m) 

u  «=  0     «"cl>    r     =0 

f  I&sst  sich  dazu  benatzen,  das  Glied  mten  Grades  aus  einer  Gleichung  nten 

adei 

n 
F(x)  «  0 
entfernen. 

Das  Glied  mten  Grades  sei  ax^.    Der  Factor  a  hat  die  Eigenschaft 

(n—m) 
a  ^^  £    X 

welcher  Summe  die  Wurzeln  Xq  bis  Xn  enthalten  sind.     Soll  nun  axm  Hall 

'den,  so  muss 

(n—m) 

E  X 

I  werden,  d.  h.  der  Nullpunkt  muss  auf  einen  Polarpnnkt  (n--m)ten  Grades 
(n,  wenn  wir  uns  unter  der  Gleichung 

n 
F(x)  =  0 

Reihe  von  n  Punkten  vorstellen ,  welche  auf  'den  Nullpunkt  0  bezogen 
•  Die  Polarpunkte  (ny-m)ten  Grades  erkennen  wir  durch  m  malige  Dif- 
ntiationt  Dadurch  entsteht  eine  Gleichung  (n— m)ten  Grades.  Eine  der 
m  Wurzeln  dieser  Gleichung  sei  a^.     Indem    wir   nun    den    Nullpunkt  auf 

Polarpnnkt  Pk  verschieben,  wird 

(n-  m) 
F    X     -=Ü 
aueh  das  Glied 

i€  Verschiebung  des  Nullpunktes  um  a%  erreichen  wir  aber,   wenn   wir  in 

ursprilnglichen  Gleichung 

n 
F(x)  «  0 
en 

sc  =  aj'  -}-  «t 
neu  entstandene  Gleiehung 

n 

F(x')  —  0 
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u     =»0 

aber  giobt  n^m  durch  den  Nullpunkt  gehende  Geraden  an.  Diese 
n  —  m  Geraden  befinden  sich  in  solcher  Lage,  dass  der  Nollpankt 
ein  Polarpunkt  mtcn  Grades  des  unendlich  fernen  Poles  in  Bezog 
auf  die  n  Grundpunkte  dieser  Geraden  ist.  In  analoger  Weise  be- 
deutet Gleichung 

(m) 

u  -»  0 

diejenigen  m  Nullpunktsgeraden  U,  deren  Nullpunkt  ein  Polarpankt 
(«— m)ten  Grades  des  unendlich  fernen  Poles  ist.  Diese  m  Ge- 
radon zeigen  die  Asymptotenrichtungen  jeder  homogenen  Teilcane 
mtcn  Grades  an,  denn  für 

g  «00 

kommt  Gleichung  (1)  des  §  7.  auf  die  Form 

r     =0 

Zugleich  aber  erfüllt  sich,   wie  Gleichung  (1')  des  §  7.   zeigt,  die 

Bedingung 

(m) 

da  (1)  und  (!')  identische  Gleichungen  ein  und  derselben  Teilcme 
sind.    Wir  bemerken  das  Gesetz: 


bciicht  die  Lii|rc  der  ursprünglich  gedachten  n  Pankten  anf  ihren  Polirpvnkt 
l\  als  Nallpnnku  lo  der  Gleichong  fehlt  dahar  der  mle  Grad  derVtritbeli 
jr'.     Um  das  Glied  Mten  Grades  aas  der  Gleichimg 

M 

Fix)  =  0 

au  entieTii^n,  erkennen  wir  folgende  allgemeiDe  Regel: 

,Man  diffarentiire  die  ge^rcbene  Gleieknns 

n 
Fix)  «  Ö 
M  mal«    Die  nene  Gleichung 

II M 

F    (4r)     =0 

habe  ^ie  Warveln  «,  VU  itn-~m  ^se  Mielo^  dieser  Wuneln  sei  ak.  Setit 
»an  ;n  G)c^ahiii^ 

F,x'  -  0 
50  xTrM>hm-»)«t  ^r.  iec  i»m  «»»^bciniix  GVsc^uoi^  das  Glied  atn  Grades. 
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III.  Die  mie  Polare  eines  unendlich  fernen  Pdle$  (d.  l  dar  Dwd- 
mester  (n — fn)ter  Ordnung)  geht  durch  das  Centrum  der  Symmetrie,  vom 
n  —  m  eine  ungerade  Zahl  ist. 


§  10.   -Centraleii. 

In  der  Ebene   einer  a.  G.  n.  0.  wähle  man  einen  beliebigen 
Punkt  als  Nullpunkt  O.    Auf  jeder  durch  den  Nullpunkt  gehenden 

Geraden  U  erzeuge  man  die  Teilung  A  -3:7-  in  Bezug  auf  wncn 

unendlich  fernen  Pol  der  Geraden  U,    Die  entstehenden  Tcilpankte 
jeder  Nullpunktsgeraden  werden  durch  die  Gleichung 

(n — m) 
(m)  2:(p-r)-0 

auf  den  beliebig  gewählten  Nullpunkt  O  bezogen..    Gleichung;  (^) 
ist  durch  m  malige  l)ifferentiation  aus  der  Gnmdgleichnng 

(0)  (p-'-iXp-r,)  . . .  (^-r^)  =  0 

entstanden.    Entwickeln  wir  letztere,  so  wird 

(1)  (2)  (H-1)    (n) 

(0')  ^••— p"-i  r  +^••-2  r—  ...±p     r     qir— 0 

Die  m  malige  Differentiation  ergiebt 

(m)     m(ii-1)  ...  (»-m+l)e~-'»— («— 1)(«~2) ...  (ii— «)e—""-«  r-^  +' 

(n—m) 
...  i:iii{m— 1)...  2.1     r     «0 

Vermöge  der  allgemeinen  Polfemcnbeziehung  des  §  2. 


seht  GlokbaofT  (m>  nach  MnltiiAicatioii  mit  9»  ^  Aber  m 

(m  )    ^iv^— 1>  «.  i^— »+1V  *  — ^,«— l>i,^— 2^  -.  (•— «^f"-i   r 
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(k)  (k) 

Da  ferner  p*  tp  die  Polarform  von  u  ist  (vergl.  §  2.),  so  ist  die 
eichnng  der  gesachten  Teilcorve  in  der  Form 

F(u)  =.  0 

(n)  (n-1) 

i")    »(n-  1)  ...  (n-TO+l)  u  4.(n— l)(n-2)  ...  (n—m)     u    +  ... 

...  -f-m(m — 1)  ...  2.1  u  =0 

ie  entstandene  Teilcnryo  nennen  wir 

„mte  Centrale" 

dltipliciren  wir  Gleichung  (m)  mit  (>"*,  so  wird 

(1) 

**)    n(n— 1) ...  (n-m+l)p»»-(n-l)(n— 2)  ...  (n— m)e»*-l  r  4-  ... 

(n — m) 
...  ±m(m— 1)  ...  2.1p"»    r     —  0 

ir  bemerken,  dass  das  Gesetz  I.  des  §  7.  Gültigkeit  hat,  d.  h. 

I.  Die  Centralen  sind  homogene  TeHcurven. 

Da  Gleichung  (m)  durch  Differentiation  aus  der  Einheitsteilung 
geleitet  wurde,  so  folgt 

II.  Die  mte  Centrede  einer  a.  C  n.  O.  ist  der  Ort  der  Teilung 

n 

a.  a.  C,  n.  O.,  tcenn  der  Fol  Jeder  Ntälpunktsgeraden  im  Unendlichen  liegt. 

Aus  Gleichung  (m")  sehen  wir: 

III.  Die   mte  Centrale  einer  a,  C.  n.    O.   ist  eine  a.   C.  n.   O.,  welche 
Pol  einen  m  fachen  Funkt  hat, 

(n) 

Die  homogene  Summe  u  ist  der  Grundgleichung  wie  auch  allen 
intralgleichungcn  gemeinsam,  d.  h. 

IV.  Die  a,  C.  n.  O.   hat  mit  allen  Centralen   eines  beli^igen  Ptinktes 
er  Ebene  gleiche  Asymptotenrichiungen. 

Setzen  wir  in  III. 

m  '^  n 

folgt 
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y.     Die  nie   Centrale   einer   a.  C.  n.   O.   zerfHüi    in  einen  B&scktf<i       cm 
n  Strahlen,  welche  die  Antfmptotenrichitmgen  der  Grundcurve  angehen. 

Das  Gesetz  IV.  des  §  7.  lässt  erkennen 

VI.  lift  der  Ntdljninkt   ein   k  facher  Punkt  der  a,  C.  n,  O.,  **   itft  er 
auch  ein  k  facher  Punkt  jeder  Centrale. 

Nach  Satz  II.  kann  die  mte  Centrale  als  Ort  der  Polarteilnn^ 

n 
n  ■"  w» 

erzeugt  werden ;  daher  findet  auch  das  Gesetz  (ß)  des  §  8.  statt,  d.  h. 

VII.  Die  mte  Centrale  einer  a.  C  n.  0.  hat  in  deren  (m-f-JT)  fkMcktn 
Ptinkten  K  fache  Punkte. 

Allgemeinor  können  wir  infolge  §  8.,  fi)  sagen: 

Vin.     Im  (m-f-Ä^)   fachen  Punkte  einer,  Oj  C.  n.  O.    schneiden       ^^^ 
mte  Polare  und  mte  Centrale  K  mal. 

Nach  Satz  III.  des  §  9.  folgt 

IX.  Ifn  Centrum  der  Symmetrie  einer  a,  C,  n.  O.  schneiden  sidm  "•'* 
Centrale  und  mter  Durchmesser  (  (n  —  m)ter  Ordnung),  wenn  n  —  m  ^"^ 
ungerade  Zahl  ist. 

Zum  Schluss  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  &hiB>  ^^^^ 
wie  die  Gleichungen  der  Polaren  durch  die  Coefflcientenreihe 

0,    1,    2,    3    .  .  . 

erzeugt  werden  können,  doch  mnss  diese  Coefficientenreihe  in  Be^  ^^^ 
auf  steigende  Potenzen  von  g  resp.  auf  homogene  Summen  stei^^^^' 
den  Grades  wie  folgt  angewendet  werden 

0  (1)         (2)        (3)  in) 

(0)  Grundcurve    u    +    «*    +    **    +    «*+•••+    w— 0 

(1)         (2)        (3)  (n) 

(1)  Ite  Centrale       lu    +2u    4.311+ . . . +ti.ii  —  0 

(2)  (3)       •  («)        . 

(2)  2te  Centrale  1 . 2  •»  +2. 3  »+  . . .  +(»— l».  •»  =    ^^ 

(m)  (m+1) 

(m)    mte  Centrale  1.2  . . .  mu  +2.3  . . .  (i»+l)    »   +  •  • 

(n) 
. .  .  +(n — m+1)  .  .  .  n.  a  -■  0 
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^in  Vergleich  der  letzteotwi ekelten  Gleichung  mit  Gleichung  m" 
an,  dass  hier  in  der  Tat  die  Gleichungen  der  Centralen  vor- 


)ie  Entwickelung  mittelst  Goefficientenreihe  hat  auch  den  Yor- 
lie  im  Pol  verschwindenden  Elemente  in  den  Teilungsgleichungen 
führen  wie  dies  das  Beispiel  zeigt 

(3)       (2)        (1) 

r  — ^r  +Q^r  —  p»  «0  a.  C.  III.  0. 

(2)  (1) 

p  r  — 2p^  r  +3^3  ^  o  Ite  Centrale 

(1) 
1 .  2p«  r  -  2 . 3^3  =  0  2 te  Centrale 

p»  ==  0  3te  Centrale 
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XX. 


Ueber  die  Variation  der  Parallelprojection 

Ellipse  mit  der  Kichtung  der  projicirendeiB. 
Strahlen  und  mit  der  Lage  der  Projectionsebexiö. 


Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ph.  Weinmeister 

in  Tharand. 


Projicirt  man  eine  Ellipse  mittelst  paralleler  Strahlen  auf  e^^^^ 
Ebene,   so  erhält  man   bekanntlich   wieder  eine  Ellipse.    Zu  ilu^-^^ 
Bestimmung  muss  ausser  der  zu  projicirenden  Ellipse  die  Richti^^' 
der  projicirenden  Strahlen  gegeben  sein  und  die  Projectionsebe^  ^^^    ^ 
Wir  wollen  nun  im  folgenden  zunächst  (I)  von  der  Strahlenrichto^^ ^ 
absehen  und  die  verschiedenen  Ellipsen  mit  einander  vergleich^^  ^  . 
welche    durch  Parallelprojection   einer  gegebenen   Ellipse   aaf  ei:  ^  ^^a^x 
gegebene  Ebene  entstehen,   und  sodann  (II)   soll  von  der  Lage  dM^      ^ 
Projectionsebene  abgesehen  werden,  und  es  sollen  somit  alle  Ellipse  ^  ^ 
mit  einander  verglichen  werden,  welche  bei  gegebener   Strahler^^     , 
richtung  durch  Projection  einer  gegebenen  Ellipse  entstehen,  od^^^^ 
mit  anderen  Worten,    es  sollen  alle  ebenen  Schnittfigaren  eines  g'^^ 
gebenen  elliptischen  Cylinders  untersucht  werden. 


I. 

Es  sei  (Fig.  1.)  M'  der  Mittelpunkt  der  festen  Ellipse  and 
die  Ebene,  auf  welche  projicirt  wird.     In  dieser  können  wir  d 
Mittelpunkt  M  der  durch  Projection  erhaltenen  EUipse,  die  wir 
Projoctionsellipsc   nennen  wollen,   beliebig  wählen.    M'Mi 


E 
lexi 


i^jBt 
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Projeetionsellipsen  mit  sre^benem  HalbaxenTerhlUDta  a : 

Lage  des  Mittelpunktes. 

Aas 

Ä«-f  r«  =  a«4.&«     und     Rrsine^ab 
ergiebt  sieb 

RrsinS       b^  a       ^ 

Hiernacb  ist  A(^    j   eine  gegebene  Grösse.     Für    i—  1    ist 

die  Ellipse  ein  Kreis;  je  grösser  A,  um  so  grösser  die  Exentricität. 
Aus  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  geht  hervor 

R^-  2A/?rsin6  +  r«  -=  0 
oder 

A2i2«--2Ai2rsinö+r«  -  Ä«^«— 1) 

Trägt  man  nun  (Fig.  5.) . 

LB^IR 
senkrecht  zu  T  ab,  so  ist 

LM «  R  Va«  —  1  —  const 
d.  h.: 

„Der  Centralort  aller  Projeetionsellipsen  mit  gegebenem  ^^^  /v 
„axenverhiiltniss  ist  ein  Kreis" ^    ' 

Ferner  ist  die  Potenz  des  Punktes  B  in  Beziehung  auf  di*- ^ 
Kreis 

d.  h.: 

ttel- 
men 

(U) 


„Der  Kreis  mit  i?  um  j^  schneidet  alle  Ortskreise  des  Mi 
„Punktes  M  senkrecht.  Diese  haben  daher  T  zur  gemeinsa 
„Potenzlinie" 

Ist  NH  der  zu  2'  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises  um     ^^ ,  ' 
so  sind  dessen  Endpunkte  die  Mittelpunkte  der  grössten  und  kl 
sten  (in  der  Figur  nur  zur  Hälfte  gezogen)   Ellipse,   und   zwar 
die  Hauptachse  der  kleinsten  gleich  der  Nebenaxe  der  grössten  —  ^ 


ein- 

ist 

2R. 


Bestimmang  der  Axen. 

Treffen  die  Linien  MH  und  MN  die  Tangente  T  in  17  und  ' 

so  ist 

ÜB  .BV  —  BH.BJSf^  R^ 

MU  und  MV  sind  sonach  zugeordnete  Durchmesser  und,  da  sie  a^    ^^ 
einander  senkrecht  stehen,  Axen.    D.  h. 


der  ParalUlproJection  einer  Ellipse.  385 

e  Hauptachsen  sämtlicher  ähnlichen  Projectionsellipsen 
cn  sich  in  7/,  die  Nebenaxen  in  iV" (12) 

Kreise  um  M,  b\  V  bilden  dasjenige  Büschel ,  welches  den 
n  L  und  alle  die,  welche  mit  diesem  T  zur  gemeinsamen 
nie  haben ,  senkrecht  schneidet  ,  Die  reellen  Schnittpunkte 
•üschels  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise,  welche  zu 
jectionsellipsen  gehören  (Punkt  W  in  Fig.  3.) 

Satz  (12)  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  der  Formel: 
Ellipsennormale  BH  =  Ä  .  - 

h  (1)  ist  die  Tangeute  welche  die  Ellipse  um  M  mit  der  um 
insam  hat,  parallel  MN.  Sie  steht  also  senkrecht  auf  der 
e  der  erstercn  Ellipse.    D.  h.: 

it  eine  Projectionsellipse  B  zum  Hauptscheitel  (Nebenschei- 
0  berührt  jede  ihrer  Tangenten  eine  ähnliche  Projections- 
im  Hauptscheitel  (Nebenscheitel)" (13) 

iken  wir  uns,  dass  der  Ellipsenmittelpunkt  den  Kreis  um  L 
ift,  und  dass  seine  Bewegung  in  N  beginnt,  so  wird  die 
fvährend  der  Bewegung  kleiner  und  sie  dreht  sich  zugleich. 
ihuDgswinkel  d  kann  man  aus  der  Lage  der  Nebenaxen  be- 
.    Derselbe 

«  Wkl.  NVB  —  Wkl.  VMP 
aber  der  Winkel,  unter  welchem 

72  -  MP I  T 

le  Nebenaxe  der  Ellipse  geneigt  ist.  R  und  ö  sind  sonach 
Tcoordiuaten  des  Punktes  1%  und  es  gilt  für    dieselben  die 

(^fT+(-r-T-i ^,,^ 

ausserdem  das  Verhältniss  a :  b  gegeben  ist ,  so  kann  man 
die  Grösse  der  Halbaxen  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Dre- 
nkel  bestimmen. 


Lage  der  Brennpunkte. 
Gleichung  (14)  ergiebt  sich: 

.  MatU.  u.  Physik  2.  Reihe,  T.  X.  25 
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und  ansserdem  der  Tangentenwiokel  6  (Drehnngswinkel  s.  oben>  in 
beiden  Fällen  derselbe  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Ellipsen  mit 
den  Tangenten  verbunden  ähnliche  Systeme  bilden.  Sonach  muss 
das  Verhältniss,  von  welchem  zu  Eingang  dieses  Abschnittes  die  Rode 
war,  in  beiden  Fällen  dasselbe  sein.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Schnittpunkte  P  und  Q  von  den  Berührsehnen  i^y  und  BS  um  gleich- 
viel abstehen.    Oder: 

„Die  gemeinsamen  Sehnen,  welche  in  B  zusammenstossen ,   bal- 
„biren  den  Winkel  beider  Berührsehnen^' C^l) 

Aus  der  Aehnlichkeit  beider  Systeme  schliesst  man  ferner  mit- 
telst einfacher  Winkelgleichungen,  dass 

Wkl.  PBN  ^  id,    d.  h. 
„Der  Winkel,  welchen  die  gemeinsame  Sehne  BP  mit  der  Uau^t- 
„axe  BN  bildet,  ist  die  Hälfte  des  Drehangswinkels  gleich"  .   .  (^  ^^ 

Zum  Schluss  dieses  Abschnittes  sei  noch  erwähnt,  dass  wir  bi 
von  der  Bedeutung  der  Geraden  T  als  Symmetrieaxe  der  durch  Pr 
jection  erhaltenen  Gebilde  der  Kürze  halber  abgesehen  haben;  eigen 
lieh  hätten  statt  des  einen  Kreises  in  (10)  deren  zwei  genannt  werde 
müssen,  u.  s.  w. 

Coordinaten  der  Brennpunkte  der  ProJeetionsellipseB. 

Die  Ortscurven  der  Brennpunkte  sind  (abgesehen  von  (15)) 
ziemlich  verwickelter  Art;  will  man  dieselben  untersuchen,  so  em- 
pfiehlt es  sich  ihre  Gleichungen  aufzustellen  und  zu  dem  Zwecke 
zunächst  die  Coordinaten  der  Brennpunkte  zu  bestimmen.  Wählt 
man  T  zur  x-Axe  und  B  zum  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems ,  so  genügt  der  Mittelpunkt  und  B  zur  Bestimmung 
der  Brennpunkte.  Man  bezeichne  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
mit  xm,  i/m  und  die  des  einen  Brennpunktes  mit  x,  y;  alsdann  er- 
geben sich  mit  Hülfe  einfacher  Ellipsensätze  folgende  Formeln: 

arm«  ix  ^1-^^^,^,      y'^  -  iy  (j+ -iT^t)  ...    -   (23) 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Mittelpunkts- 
carve  ein,  so  erhält  man  die  der  Brennpunktcurve. 

Allgemeiner  Fall:  Die  Schnittlinie  beider  ProJeetioBsebeneB  berttrt 

die  Ellipsen  iiiclit. 

In  diesem  Falle  sind  von  der  Projectionsellipse  ihre  beiden 
reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte  mit  T  and  dann^  wie  oben, 
der  zu   T  parallele  Halbmesser  R  gegeben.    Tri£Ft  der  T  zogeord- 
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ttoto  Durchmesser  diese  Gerade  in  O,  und  wird  die  Ebene  der  Pro- 
jectionsellipsen  parallel  verschoben,  so  bewegen  sich  ihre  Mittel- 
punkte auf  leraden  Linien  durch  O  und  zwar  bilden  sie  hierbei 
ärhiiliche  Systeme,  die  in  Beziehung  auf  O  ähnlich  liegen.  Die 
Projectionscllipsen  werden  von  einander  entfernt  oder  dichter  zu- 
sammen gesch  aar  t,  behalten  aber  ihre  gegenseitige  Lage,  Grösse  und 
Gestalt  bei.  Hiernach  erweitern  sich  die  oben  aufgestellten 
Sätze  überCentralörter  auch  auf  den  allgemeinen  Fall. 
Untersucht  man  noch  die  übrigen  Sätze  über  UrahüUungscurven 
u.  s.  w.,  so  findet  man,  dass  auch  hier  keine  bemerkenswerte 
^enderung  eintritt. 

IL 

Uebcr  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxcn  «,,  ^,  (Basi  sei  lipse) 
Sei  ein  gerader  Cylinder  errichtet.  Eine  unter  dem  Winkel  w 
^egen  die  Basis  geneigte  Ebene  schneide  ihn  in  einer  Ellipse 
CSchnittellipse)  mit  den  Halbaxen  a,  h.    Dann  ist  bekanntlich 

«i&i  «  a^cosoo (24) 

Ijierans  ergiebt  sich: 

^,Die  Ebenen   flächengleicher   Schnittellipsen    mit   gemeinsamen 

>  .^Mittelpunkt  hüllen  einen  Umdrehungskegel  ein ,  welcher  die  Cylin- 

„deraxo  zur  Axe  hat" (25) 

Schnittellipse  und  Basisellipse  mögen  M  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  (Fig.  8.)  und  R  zum  gemeinsamen  Halbmesser  haben. 
9^  sei  der  R  zugeordnete  Halbmesser  der  Schnittellipse,  r'  seine 
Projection,  und  /<,  die  Höhe  des  elliptischen  Hufes,  verbinde  die 
Endpunkte  von  r  und  r*.    Dann  ist 

aj«-fÄ,«  =  i2«+r'«     und     a«-f  Ä«  «  i2«-f  r« 

folglich 

a^J^h^-a^i  -b^^^h'^ (26) 

Da  man  nun  h   auffassen    kann   als   die  Normalprojection   der 
halben  Schnittellipse  auf  die  Axe,  so  gilt  folgender  Satz: 

„Schuittellipsen    mit   gleichen  Quadrantensehnen  haben   gleiche 
,^ormalprojectionen  auf  die  Cylinderaxe" (27) 

Die  Basisellipse  hat  sonach  die  kleinste  Fläche  und  die  kleinste 
Qaadrantensehne.    Aus  (27)  ergeben  sich  weiter  die  Sätze: 

^Die  Ebenen  der  Schnittellipsen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt 
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„und  gleichen  Quadrantensehnen  hüllen  einen  geraden  elliptisciieo 
„Kegel  ein,  welcher  in  der  Axe  und  der  Basisellipse  mit  dem  Cy- 
„linder  übereinstimmt" (2%) 

„Haben  die  Flächen  zweier  Schnittellipsen  gleiche  Neigung  gegen 
„die  Axe  und  gleiche  Normalprojectionen  auf  dieselbe,  so  sind  sie 
„congruent" (29) 

Aufgabe:  Man  soll  durch  einen  Punkt  3f  in  der  Axe 
eines  elliptischen  Cylinders  eine  Ebene  legen,  deren 
Schnittellipse  die  gegebenen  Halbaxen  a,  b  hat 

Aufl.  Man  bestimme  zunächst  mittelst  (24)  und  (26)  lonnd  A 
und  schneide  hierauf  die  Axe  senkrecht  durch  eine  Ebene  im  Ab- 
stand h  von  My  wodurch  man  eine  der  Basis  congruente  Ellipse  er- 
hält. Man  ziehe  hierauf  einen  der  letzteren  concentrischen  Krei^ 
mit  dem  Halbmesser  h .  cot  o),  lege  an  Kreis  und  Ellipse  die  gemein- 
samen Tangenten  und  durch  diese  und  M  Schnittebenen. 

Die  Bedingung  der  Lösbarkeit  ist 

«1  -,  Ä  cot  Cö  „^  ij 
oder  mit  Benutzung  von  (24)  und  (26) 

«««i2*  «^ (^^ 

Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingung  ergiebt  sich  auch  daraus, 
dass  es  einen  beiden  Ellipsen  gemeinsamen  Halbmesser  geben  moss- 

Man  erhält  im  allgemeinen  vier  Lösungen,  zwei  dagegen,  wenn 
sich  die  beiden  Hülfscurven  doppelt  berühren ;  im  letzteren  Falle  ist 
eine  der  gegebenen  Axen  einer  Axe  der  Basisellipse  gleich.  Ist  die 
Basiscllipse  ein  Kreis,  so  haben  nach  (30)  alle  Schnittellipsen  seinen 
Durchmesser  zur  Nebenaxe;  soll  aber  die  Schnittellipse  ein  Kreis 
sein,  so  ist  dessen  Durchmesser  der  Hauptaxe  der  Basisellipse  gleich 
zu  nehmen.  Die  Bedingung  (30)  ist  auch  dann  notwendig  und  hin- 
reichend, wenn  die  beiden  Ellipsen  demselben  Cylinder  angehören 
sollen,  ohne  dass  die  PerpendicularitHt  der  einen  Ellipsenebene  zar 
Axe  verlangt  wird     Ist  daher  (30)  erfWlt,  so  gilt  folgender  Satz: 

„Sind  die  Mittelpunkte  zweier  beliebig  im  Räume  gelegenen 
««Ellipsen  durch  eine  Gerade  verbunden,  so  lässt  sich  die  eine 
„von  beiden  immer  durch  drei  Drehungen  in  den  durch  die  andere 
„und  jene  Verbindungslinie  bestimmten  Cylinder  hineinbewegen  .  (31) 


392  Weinmeister:   lieber  die    Variation 

eine  Kugel ,  so  kann  der  Aufgabe  auch  folgende  Fassung  gegebe  ^^^len 
werden :  Zwei  feste  grösste  Kreise  einer  Kugel  werden  von  einec^  --m 
beweglichen  so  geschnitten,  dass  der  zwischen  ihnen  liegende  Boger  ^=-^50 
eine  unveränderliche  Länge  hat.  Welche  Curve  hüllt  er  ein?  Odr  ^^ 
wenn  man  endlich  aus  der  Sphärik  in  die  Geometrie  der  Eben  ^c:3e 
übergeht:  Welche  Curve  wird  von  einer  an  Länge  unveränderlicher  -5550 
Strecke  eingehüllt,  wenn  ihre  Endpunkte  zwei  feste  gerade  Limei 
durchlaufen?  Für  den  Fall,  dass  die  festen  Geradon  auf  einandc 
senkrecht  stehen,  ist  die  Curve  bekanntlich  eine  der  Ellipsenevolol 
aftiue,  die  sogenannte  Astrois  mit  der  Gleichung 

8/  «/  1/ 

'3  /3  /3 

Da  durch  einen  Punkt  ausserhalb  der  Ellipse  vier  Normalen  gezogi^^^ 
werden  können,  so  ist  die  Classcuzahl  ihrer  Evolute  und  mithin  an  «^^ 
dio  der  Astrois  =  4.    Diese  Zahl  ändert  sich  nicht,  wenn  man  8t 
des  rechton  Winkels  einen  beliebigen  einführt,  und  auch  dann  oicl 
wenn  man  statt  der  Ebene  die  Kugel  wählt.    Daher  der  Satz: 


Bewegt  sich  eine  Ebene  um  einen  festen  Punkt  der  Axe  eioes 
elliptischen  Cyüuders  derart,  dass  die  Schnittellipse  ein  anver&üder- 
„liches  Halbaxeuverhältniss  hat,  so  umhüllt  sie  einen  Kegel  i»it 
„einer  Basiscurve  von  der  4.  Classe^' (.33) 

Wir  denken  uns   weiter  an  die  Basisellipso   eine  Tangenten  S^" 
legt,   welche  mit  der  Hauptaxe   den   spitzen  Winkel   x   bildet        ^ 
kann   nun   die   Aufgabe    gestellt    werden:    za    antersachen  -^  ^^ 
welcher  Weise   sich   die  Gestalt  der  Schnittellipse       ^^' 
dort,  wenn   sich   ihre   Ebene   um  jene   Tangeute  di^     ®*J. 
Zu  diesem  Zwecke    führen  wir  als  Keprasentantcn   der  Gestalt: 
Winkel  a  und  a,  ein,  indem  wir  setzen 


die 


b  a       6|  a, 

taJig.>-     ,.    =tang., 


oder: 


a  -:       «1 


sine  :  cos«   :  1  «  2<i//   :  <i*  —  b^  :   a*  +&*  / 

> 

sin  «j  :  cosa,  :  1  =  2a,6, :  «1^  —  ^j-  :  a,*  -f  V  * 

a  ist  der  Winkel,  unter  welchem  die  Nebenaxe  vom 

aas  gesehen  wird.    Er  erreicht  seinen  grössten  Wert  ^,  wenn 

die  Ellipse  ein  Kreis  ist ;  je  kleiner  a,  um  so  grösser  ist  die 
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tricität.    Der  Abstand  der  unter  dem  Winkel  t  gegen  die  Hauptaxe 
geneigten  Tangente  vom  Mittelpunkt  ist  nun 

«=  yrtj^sin*T-f-Äj*cos*T 

Andrerseits  ist  derselbe  auch 

-»  h  .  cot  w 

Setzen  wir  diese  Werte  einander  gleich,  so  linden  wir  mittelst  (24), 
(26)  und  (34)  folgende  Gleichung: 

sin  «j  cos  CO       ,  .  9     ,-  ,  o  X 

l f —-  Igin'«  (l  +  C0SaiC0S2T) 

sina  *  '  *  ' 

Wir  denken  uns  hierbei  a^  und  t  gegeben  und  fragen  nach  der 
Abhängigkeit  des  Winkels  a  von  (o.  Die  Gleichung  erhält  dann  am 
besten  die  folgende  Form: 

g|^  r 

^^— ^*  =.   \/l  ^cos^VTcos^  2t  +  J  y  (1  +  cos  «1  cos  2t)  cos  cd 
sin«  * 


-V 


1  — costtj  cos  2t 

COSw 


(35) 


Die  Gestalt  der  Ellipse  kommt  nun  der  Kreisform  am  nächsten, 
^enn  a  grösstmöglich  ist,  d.  h.  wenn  der  Inhalt  der  Klammer 
'Verschwittdet,  oder  wenn 

1 — cos«,  cos 2t       seca,  —  cos2t        „  ^„^^ 

1  +  cos  ff j  cos  2t       sec  ff|  +  cos  2t 

oinc  Gleichung,  welche  nur  befriedigt  werden  kann,  wenn 

Wir  unterscheiden  daher  folgende  Fälle: 

1)  T  ^  j  ;    cos^w  <C  B'    Der  Inhalt  der  Klammer  in  (35)  ist 
stets  negativ,    a  nimmt  ab,  wenn  oo  wächst. 

2)  T  <;  ,  .    Wächst  w  von  null  ab,  so  ist  anfangs  cos^co  >  B, 
der  Inhalt  der  Klammer  ist  positiv,  und  es  wächst  a  mit  *»*.    Für 
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erhält  (t  seinen   grössten  Wert  und   nimmt  von  da  an  wieder  m 
I).  h. 

„Dreht  sich  die  Ehene  der  Schuittellipse  um  eine  in  der  Bas 
„liegende  Gerade  bei  wachsendem  Neigungswinkel,  und  bildet  d 
„Gerade  mit  der  Hauptaxe  der  Basisellipso  einen  Winkel,  welch. 

TT 

.^kleiner  als  j^,    so  nähert  sich  anfangs   die  Gestalt  der  Ellipse  d^ 

„Kreisform  bis  Gleichung  (36)  erfüllt  ist,  von  da  an  weicht  sie  v« 
„.derselben    unausgesetzt   ab.    Ist  aber  jener  Winkel   grösser  od 

,gl  eich  T ,   so   weicht  die   Gestalt  der  Ellipse  von  Anfang  an  me 
„und  mehr  von  der  Kreisform  ab" (31 

Für  w  =*  ö  entartet  die  Ellipse,  ihre  Excentricität  wird  1. 

Ist  die  Bedingung  (36)  erfüllt,  so  gilt 

cot «  «  cot  «1 .  sin  2t 

Hiernach  tritt  der  Kreis  nur  für    r  =  0    ein,  und  es  entfernt  sie 
die   Ellipse    umsomehr   von   der  Kreisgestalt,    je   grösser   r.    Fü 

T  <;  r  kann  mau  immer  eine  Schuittellipse  finden,  welche  der  Basii 

ellipso  ähnlich  ist,  sie  aber  an  Grösse  übertrifft.    Für    r  =  0   wn 
dieselbe  grösstmöglich.    Ihre  kloine  Halbaxo  ist  der  grossen   Hall 
.axe  der  Basisellipse  und   ihre  grosse  Halbaxe  dem  grössten  Krüi 
muugshalbmesser  der  Basisellipso  gleich. 


Construetion  der  8chnittellipse,    welche  einen  gegrebenen  Punkt 
im  Innern  des  Cylinders  zum  Brennpunkt  hat. 

Man  kann  durch  eiuen  beliebig  im  Innern  des  Cylinders  g 
legenen  Punkt  F  stets  eine  Ebene  so  legen,  dass  die  entstände 
Schuittellipse  F  zum  Brennpunkt  hat.  Legt  man  nämlich  zunäch 
durch  F  eine  Ebene  senkrecht  zur  Cylinderaxe  und  bezeichnet 
der  so  entstandenen  Basisellipso  den  Halbmesser  des  Punktes  F  n 
a'  und  seinen  zugeordneten  mit  b\  so  sind  ab'  die  Normalprojc 
tionen  der  Halbaxen  ab  der  Schnittellipse.  Nun  ist  aber  in  d 
Lage  des  Punktes  F  auf  a'  auch  die  Excentricität  der  Schnii 
oUipse  und  hierdurch  das  Verhältniss  a :  b  gegeben. 

Sonach  hat  man  die  Aufgabe  zu  lösen:  Das  über  a*b*  senkrec 
errichtete   dreiseitige  Prisma  in  einem  Dreieck  von  gegebener  0 
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Brennpunkte   ähnlicher   Schnittellipsen    auf    einer    der    Basisellips« 
concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipse  liegen. 

Ist  der  gegebene  Cylinder  ein   gerader  Kreiscylinder,  so  findet 
mau  bekanntlich  den  Brennpunkt  einer  Schnittellipse,  indem  man  jo 
den  Cylinder  eine  Kugel  beschreibt,  welche  die  Ebene  der  Schnitt- 
oUipse  berührt.     Der  Berührpunkt  ist  der   eine  Brennpunkt    SoJi 
dieser   Satz   auf  den  allgemeinen   elliptischen   Cylinder   übertragen 
werden,  so  kann  dies  in  folgender  Weise  geschehen  (Fig.  10).  Ueber 
einer  Ellipse  in  der  Ebene  E  sei  ein  beliebiger  Cylinder  C  und  ein 
gerader  Kreiscylinder  C  errichtet,  und  in  letzterem   die  Kugel  K' 
construirt ,  welche  E  im  Ellipsenbrennpunkt  F  berührt    Man  ye^ 
binde  nun  zwei  im  selben  Punkte  von  E  zusammen  treffende  Kanten 
beider  Cylinder  durch  eine  beliebige  Gerade  XX\  welche  E  in  i* 
treffen  möge.    Ferner  lege  mau  durch  sämtliche  Punkte  des  Cylinders 
C  Gerade  parallel   X'X  von  solcher  Länge ,    dass   sie   durch  E  in 
einem  Verhältniss  geteilt  werden 

=  X'tziX 

• 

Alsdann  bilden  die  Endpunkte  dieser  Geraden  den  Cylinder  C.  lo 
gleicher  Weise,  wie  sich  beide  Cylinder  entsprechen,  entspricht  nnn 
der  Kugel  A"*  ein  EUipsoid  A,  welches  C  in  einer  Ellipse  and  £ 
in  F  berührt.  Schneidet  sodann  eine  Ebene  parallel  E  die  Kog^^ 
in  oiuem  Kreis,  so  entspricht  diesem  Kreis  ein  Kreis  von  derselben 
Grösse,  welcher  auf  dem  EUipsoid  liegt,  and  dessen  Ebene  ebenfalb 
parallel  K  ist.  Sonach  schneiden  alle  parallel  za  E  gelegenen 
Ebenen  das  EUipsoid  in  Kreisen.    Daher  der  Satz: 

,Xonstruirt  man  in  einen  elliptischen  CyUnder  ein  EUipsoid 
,«und  legt  an  dessen  einen  Kreispunkt  eine  Tangentialebene,  so  hat 
,.die  in  dieser  liegende  Schnitteilipse  den  Berührpankt  zum  Brenn- 
„punkt^ (^) 

Ist  die  SchnitteUipse  gegeben«  so  giebt  es  unendlich  viele  der- 
artige EUipsoide^  da  die  Richtnng  der  Geraden  XT'  keine  bestimmte 
ist.  Die  Schnittellipse  selbst  gehört  als  ein  entmitetes  EUipsoid  mit 
hinzu.  In  gleicher  Weise  kann  man  den  Satz  auch  vom  geraden 
Kreiskogel  auf  den  Kegel  zweiter  Ordniing  flbertragen. 

Chasles  bringt  ihn  in  seintT  Geschichte  der  Geometrie  Note  l^i 
aber  ohne  Beweise 

Znm  Sciüvsse  noch  eine  kvrte  Kotii  Aber  den  cjliidri- 
scbcB   Ravm,    welcher  tob  nun  betklngem  EbeMB  dhgtff^ 
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wird,  die  sich  ansserhalb  des  elliptischen  Cylinders  schneiden.  Be- 
ksLQDtlich  findet  man  den  Inhalt  desselben,  indem  man  die  Fläche 
der  zor  Cylindcraxc  senkrechten  Ellipse  mit  der  Geraden  multipli- 
cirt,  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  Schnittellipscn  vorbindet. 
Neu  dagegen  dürfte  die  folgende  Constrnctipn  des  Schwer- 
punktes dieses  cylindrischen  Körpers  sein: 

„Man  bestimme  die  Schnittlinie  der  abgrenzenden  Ebenen  und 
nhierauf  den  Pol  dieser  Geraden  in  Beziehung  auf  die  eine  Schnitt- 
„ellipse.  Alsdann  verbinde  man  den  Pol  mit  dem  Ellipsenmittel- 
»pnnkt  und  verlängere  die  Linie  über  Letzteren  hinaus  um  den 
»«vierten  Teil.  Legt  man  schliesslich  durch  den  Endpunkt  der  Ver- 
,,längerung  eine  Gerade  den  Cylinderkanten  parallel  bis  zur  andern 
,abgrenzenden  Ebene  und  halbirt  dieselbe,  so  erhält  man  den  ge- 
«suchten  Schwerpunkt^^ 
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XXI. 

Analytische  Untersuchungen 
der  einem  Tetraeder  zugeordneten  Flächen 

zweiter  und  dritter  Ordnung 
mittelst  numerischer  Tetraedercoordinaten  *) 

Von 

Heinrich  von  Jettmar. 


Schueideii  vier  Ebenen  das  Tetraeder  A^A^A^A^  ab,  so  ist  cfie 
Lage  jedes  Punktes  M  im  Räume  durch  seine  numerischen  Coor- 
diuaten 

'i  '»  's  '4 

"»^V        "^äV       "'^V      ""^^Äi 

bezüglich  welcher  die  Gleichung 

gilt  vollkommen  bestimmt.     Hierbei  bezeichnen  x,,   x^,   x^  x^  die 
Abstände  des  Punktes  3/  von  der  Ebene 

beziehungsweise 

-^;;.l4.4,  --  //.     -44  J,  Jj  --  IIL     A^A^A^  =  IV 

lerner  A,,  A^,  A,.,  A4  die  entsprechenden  Tetraederhöheu. 

Ist  a,  =  const,  gegeben,  so  is;  hierdurch  eine  der  Ebene  / 
parallele  Ebene  bestimmt,  welche  die  Kanten  .1,  A^.  J,  -4^,  -4,  A^  in 
A*\  A^\  .4|'  so  schneidet,  dass 

•^  V^L  Sr.  11.  S.   i3. 


zugeordneten  Flächen  2,  und  3.  Ot-dnung.  399 


■^2  'A%  -^8_^  "di— * 


a 


1 


wird.  Ist  noch  «2  gegeben,  so  erhalten  wir  in  ähnlicher  Weise  eine 
der  Ebene  //  parallele  Ebene  A^*A^'Ai\  welche  die  Ebene  A^^A^^Afl 
in  einer  zor  Kante  A^A^  parallelen  Geraden  —  wir  wollen  sie  mit 
(3,  4)  bezeichtten  —  schneidet.  Ist  endlich  anch  ct^  gegeben,  so 
erhalten  wir  die  Ebene  A^^'Ai^'A/'  parallel  zu  /Zf,  welche  die  Ebene 
^t^z'A^  in  der  zur  A^A^  parallelen  (2,  4)  schneidet.  Der  Durch- 
schnitt der  Geraden  (3,  4)  und  (2,  4)  bestimmt  eudgiltig  den  Punkt 
^^1  dessen  letzte  Coordinate  «4  aus  der  Gleichung  (1)  borechnet  wird. 

«1  =  «ä  =  «3  =  «4  =*  i 
bezeichnet  diu  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders; 

Of,  ~  C3  =  «4 

bezeichnet  einen  Punkt  in  der  Schwerlinie  i4]  S  oder  die  Schwerlinie 

aelbst ; 

«8  =  «4 

"^^zeichnet  einen  Punkt  in  der  Schwerebene  jl,  A^  S  oder  die  Schwer, 
^^ene  selbst 

Liegt  der  Punkt  3/ (Fig.  1.),  dessen  Tetracdercoordinateu  mit 
**i>  «j,  ttg,  04  bezeichnet  werden,  in  einer  zur  Tetraederttäche  / 
PUrallelen  Ebene  A^'A^'A^',  so  sind  seine  numerischen  Coordinaten 
^a',  cfg',  «4*  in  Beziehung  auf  das  Dreieck  Af^^A^  folgeudermasseu 
^t'bracht.    Aus  der  Figur  erkennt  man 

"«' "  ~a/b^'  ^  A^D 

Beziehen  wir  aber  die  Coordinaten  fi]  fig  fis  des  Punktes  M  auf 
das  Coordinatendreieck  AiA^D^  so  ist  die  Gleichung  der  Trans- 
versale Ax^ 

f*3  52  — ^?3  =^0 

Mrobei  '4i,  1«,  $s  die  veränderlichen  numerischen   Coordinaten  eines 
in  dieser  Transversale  liegenden  Punktes  sind.     Setzen  wir  in  dieser 

Gleichung 

^'1  =  0    also    i*3  «  1  —  ^2 
so  kommt 

„. H_       '.  __  __fH_ 

Diese  sind  sonach  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  i/,  der  Trans- 
versale und  namentlich 

^«  ^  A^D 
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Id   BeziehuDg  auf  das  Coordinatcndreieck    A^  A^  D  hat  aber  M  die 
Coordinaten 

jH,  =  «„       ^2  =   «21       fl3   =    1  —  «j  —  ff, 

folglich  ist 

B^  D  ttg 


also  auch 


und  analog 


A^  D       1  —  «1 


1  —  o 


1 


«2  ,  «4 


'^a  =  1 — ~i      '^^   = 


1  -ff,'        *         1  — ff, 

Liegt  der  Pankt  3/  in  der  Schwerebene  A^  A^  D,  ist  also 

A^D  -=^  DA^ 

so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  in   Beziehung  auf  das  Dreien  ^^ 
A^A^D 

<T,  =  «1,      a^  =  ffg,      (Tg  =>  1  —  ff,  —  «2  =  2ff3  =  2«, 

Die  symmetrische  und  homogene  Gleichung  des  nt^i^ 
Grades   zwischen   «„  »g,  ff,,  04  bestimmt  eine  dem  Tetraeder  zu- 
geordnete Fläche   der   nten  Ordnung,   in    welcher    stets   24  Punkte 
insofern  einander  ensprechen,  als  ihre  Coordinaten  dieselben  Werte 
doch  nicht  in  gleicher  Reihenfolge  besitzen.     Denn   da  sich  in  ^er 
Gleichung  nichts   ändert,   wenn   «,,  ffj,  «3,    04  beliebig  vertauscht 
werden,  so  sind  durch  vier  Zahleuwerte,  deren  Summe  1  bildet,  und 
welche   als  Coordinaten  in   die  Gleichung  eingeführt    derselben  ge- 
ntigen, ebenso  viel  Flächenpunkte  bestimmt,   als   es  Permutationen 
zwischen  vier  Elementen  giebt,    also  24.     Diese  Punkte  sind  paar- 
weise den  Schwerebencu   des  Tetraeders,   d.  i.  den  Ebenen,   welche 
durch  eine  Kante  und  durch  den    Schwerpunkt  gelegt  werden,  sym- 
metrisch.   Ich  nenne   aber  zwei  Punkte  einer  Schwerebene  gegen- 
über symmetrisch  liegend,  wenn  ihre  Verbindungslinie  der  gegenüber- 
liegenden Kante  parallel  läuft  und  durch  die  Schwerlinie  halbirt  wird 

Die    symmetrische    und    homogene     Gleichung    des 
zweiten  Grades  ist 

Wir  führen  statt  dessen  die  abkürzende  Schreibweise 

ein,  welcher  wir  uns  auch  in  Zukunft  bedienen  wollen. 
Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 
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(^  -  IS)  2;«,«+ i^  («, + «, + «j + «4)»  -  0 

10  erkennen  wir  auch  in 

«l*+«2*+«S*+«4*=-»  (2) 

te  allgemeine  Form  der  symmetrischen  Gleichung  des 
Veiten  Grades. 

Diese  Gleichung  bestimmt  offenbar  ein  dem  Tetraeder  symme- 
iach  zugeordnetes  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  im  Schwerpunkt 
^  Tetraeders  liegt.  Je  nach  der  Grösse  der  Zahl  n  entscheiden 
ch  die  absoluten  Dimensionen  des  Ellipsoids;  ihre  relativen  Di- 
Qnsionen  bleiben  bei  veränderlichen  n  dieselben;  die  Ellipsoide 
nd  concentrisch,  einander  ähnlich  und  ähnlich  liegend. 

Die  Schnitte  des  Ellipsoids  mit  den  Grundebenen  des  Tetraeders 
ind  durch  die  Gleichungen 

«1  =  0,    «2*+ «8*+ «4*  —  »    tt-  8-  w. 

regeben;  sie  sind  somit  den  Grunddreiecken  des  Tetraeders  sym- 
metrisch zugeordnete  Ellipsen.  Doch  findet  ein  derartiger  Schnitt 
^Ur  statt,  wenn 

st  0  Bei  11  »  ^  berührt  das  Ellipsoid  die  Grundflächen  des  Tctra- 
iders  in  ihren  Schwerpunkten.  Bei  n  »  ^  berührt  das  Ellipsoid  die 
Tanten  des  Tetraeders  in  ihren  Mittelpunkten.  Bei  n  »  1  geht  das 
Qlipsoid  durch  die  Eckpunkte  des  Tetraeders,  es  ist  diesem  umge- 
chrieben. 

Legen  wir  durch  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  eine  Ebene 
larallel  /,  so  wird  der  Schnitt  des  Ellipsoids  mit  der  neuen  Ebene 
iiirch  die  Gleichung 

»eatimmt.  Beziehen  wir  aber  die  Goordinaten  auf  das  Dreieck 
A^A^'Ai^  in  welchem  die  neue  Ebene  das  Tetraeder  schneidet,  so 
-esultirt  als  Gleichung  der  Schnittcurre 


ndem 


I)  Vgl.  T.  X.  S.   15. 
▲relu  d.  Math.  o.  Phys.    2.  K«ihe,  T.  X.  16 
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n.  s.  w.  zu  setzen  ist 

Die  Fläche  (2)  ist  reell,  so  lange 


— ö—  „  i    oder     n^i 


ist    Bei  n  —  i  redncirt  sich  die  Fläche  auf  einen  Punkt,  den  Sch^r 
pnnkt  des  Tetraeders. 


Jede  Schwerlinie  des  Tetraeders  ist  ein  Durchmesser  des  s] 
metrischen  Ellipsoids,  welcher  der  der  gegenflberliegenden 
fläche  parallelen  Diametralebene  conjugirt  ist    Wenn  wir  in  der  ^  i 
Ebene  I  parallelen  Diametralebene  irgend  zwei  conjugirte  Durc^! 
messer  mit  2b\  2c',  den  in  der  Schwerlinie  AfS  liegenden  Dorc^] 
messer  mit  2a',  endlich  die  Halbachsen  des  Ellipsoids  mit  o,  b^ 
bezeichnen,  so  gilt  zunächst  die  Gleichung 

Wenn  sodann  die  Schwerlinie  A^S  gegen  die  Grundfläche  /  des 
Tetraeders  um  den  Winkel  q>  geneigt  ist  und  die  coiyugirten  Doreli- 
messer  2b'  und  2e   den  Winkel  t|;  einschliessen,  so  gilt  die  Gleicbao^ 

a'&Vsin9)Sin^  '^  abc 

Als  Coordinaten  der  Endpunkte  des  Durchmessers  a'  finden  wir 

a,  =  «8  =  «4  «-  i(l  — «i) 
und  

somit 

Aus  der  Gleichung 

a,'+ofs'  +  «4'-.  J(16n-1) 
resultirt  ferner ') 

b'  «  B'  y^^,     e  -  C  V^~i 

wobei  A'y  B\  C'  ?on  n  unabhängige  und  nur  von  den  Dimensionen 
des  Tetraeders  abhängige  Grösse  darstellen.  Da  sonach  die  einander 
conjugirten  Durchmesser  2a%  2b\  2e*  ohne  ihre  Richtungen  z^ 
ändern,  ihre  wechselseitigen  Verhältnisse,  nämlich 


1)  Vgl.  T.  X.  Seite  16. 
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beibehalten,  welchen  Wert  immer  n  annehmen  mag,  so  ist  der  Be- 
weis erbracht,  dass  die  durch  Gl.  (2)  ausgedrückten  Ellipsoide  nnter 
eiDander  ähnlich  sind  and  in  Aehnlichkeitslagc  sich  befinden.  Der 
gemeinsame  Aehnlichkeitspunkt  ist  natürlich  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders. 

Die  symmetrische  Gleichung  des  dritten  Grades  ist 

Schreiben  wir  statt  dessen 

«nd  setzen 

8ö  erhalten  wir  einfacher 

+  n(aia,of8+cfiOf,of4+  (»10^0^+0^(1130^)  =  p  (3) 

^8  allgemeine  Form  der  symmetrischen  Gleichung  des 
4^'itten  Grades. 

Die  Schnittcurven    der   durch  diese    Gleichung   ausgedrückten 
^äche  dritter  Ordnung  mit  den  Coordinatenebenen  sind 

daher  den  Grunddreiecken  des  Tetraeders  zugeordnete  symmetrische 
Curven  der  dritten  Ordnung. 

Nehmen  wir  etwa  O]  constant  an  und  setzen 

flfi  =  (1  —  «i)««',    cfg  —  (1  —  «1)03',    «4  «  (1  —  ai)a^' 

^  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3),  nachdem  sie  homogen  gemacht 
'^mrde,  in 

Setzen  wir  ferner 

m(l  — «i)— in«,  —  m',     n(l  +  2ai)  —  2nai  =  n  >-=»  n' 

p  —  mof|3       noi ^ 

80  Tereinfacht  sich  die  obere  Gleichnng  nnd  erhält  die  Form 
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W(€r,'«+«8'»+€r/»)+nVff8'ff4'  -  P' 

Diese  Gleichung  zeigt  uns  den  Schnitt  der  Fläche  (3)  mit  eioer 
im  Abstände  o^  zar  Tetraederfläcbe  /  parallelen  Ebene  an.  XHe 
Cnrve  ist  symmetrisch  zugeordnet  dem  Dreieck,  in  welchem 
Tetraeder  von  der  zu  /  parallelen  Ebene  geschnitten  wird. 

Diese  Gurre  hat  zu  Asymptoten  die  Geraden  ^) 


2m[ 3m(l--of|)— n«,       ^  ^  _^      3m' 

[3m 
3m' 


"«'  ■"  3m'+n'  ""  (1  —  «i)  (3m+fi)'      "«   ^  3m'+V 


«4  = 


3m'+n' 


Ersetzen  wir  wieder  a,',  «,',  «4'  durch  «j:(l  — «1),  o^ill—  ^"^i)» 
04:(1  —  a^),  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

3m(l  —  dl)  —  nai 

*^""  3m -fn 

oder 

3m 


3m  -|-  n 

ebenso 

,  3m 

«^+''«  =  3;;r+;i  '^•«•^- 

Diese  Gleichungen,  offenbar  in  der  Anzahl  sechs,  bestimin^fl 
sechs  Ebenen,   welche  der  Fläche  (3)  gegenüber   als  Asymptoten- 
ebenen  auftreten.    Um  ttber  die  Lage  derselben  eine  Vorstellang  in 
gewinnen,  bedenken  wir,  dass  die  Gleichung 

eine  Ebene  darstellt,  welche  die  Ebene  AiA^A^  in  der  zur  AiM 

parallelen  Geraden 

03  -«  1  —  k 

ebenso  die  Ebene  A^A^A^  in  der  zur  A^A^  parallelen 

«4-1— i 
schneidet.    Die  Gleichung 

ist  aber  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

a8+<*4  —  1  —  A; 

aus  welcher  wir  erkennen,   dass  diese  Ebene  die  Tetraederfl&cben 
A^A^Ax  ^^^  A^A^A^  in  den  zur  A^A^  parallelen  Geraden 


I)  Vgl.  T.  X.  Seife  18  u.   19. 
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«1  —  X;    und    Of  ^h 
^bneidet.    Die  Gleichang 

bcstiinint  sonach  eine  den  Gegenkanten  A^A^  and   A^A^   parallele 
EbeDe,  welche  das  Tetraeder  in  einem  Parallelogramm  schneidet. 

Von  den  oberen  sechs  Gleichungen  nun  bestimmen  paarweise  je 
^ei  Gleichungen  wie 

>cl€r  in  anderer  Form 

^^ei  Ebenen,  welche  zweien  Gegenkanten  des  Tetraeders,  daher 
^tich  wechselseitig  einander  parallel  liegen,  so  dass  sämtliche  sechs 
A^symptotenebenen  der  Fläche  (3)  ein  Parallel epiped  abgrenzen, 
dessen  Form  und  Dimensionen  von  der  Form  and  Dimension  des 
Tetraeders,  dessen  Form  zwar  nicht,  aber  dessen  Dimensionen  wol 
aach  von  der  Wahl  der  Zahlen  m  and  n,  keineswegs  aber  von  p 
abhangen.  Von  den  Eckpankten  des  Parallelepipeds  befinden  sich 
je  zwei  gegenüberliegende  in  einer  Schwerlinie,  von  den  Kanten  des 
Parallelepipeds  je  zwei  gegenüberliegende  in  einer  Schwerebene  des 
Tetraeders.    (Fig.  2.) 

Sachen  wir  einen  Eckpankt  (/?],  ß^^  /3s,  ßi)  des  Parallelepipeds 
ans  den  Gleichnngen 

3fn  3m  3»i 

so  finden  wir  als  Coordinaten  desselben 

A         R         R   —         ^  A         — 3m+2n 

Pj  «  ^s  -  P4  —  2{3m+  ny      ^^  "*  2(3m+n) 

Den  gegcuübcrlicgeudeu  Eckpunkt  (yj,  ys9  /si  ^4)  finden  wir  aus 
den  Gleichungen 

mit  seinen  Coordinaten 

n  6m  —  n 

y«  =  Xs  -  y4  -  2(3m  +ny      ^*  ■"  2(3m  +  n) 
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Der  Mittelpunkt  des  Parallelepipods  ist  natürlich  der  Schwc 
puukt  des  Tetraeders;  man  erhält 

Die  Länge  der  Diagonale  ist  darch 

_Ä         3(3m  —  n) 
^^      ^^  ■"  2(3m  +  n) 

in  Einheiten  der  Schwerlinie  A^SB^  gegeben. 

Wählen  wir  m  »  in,  so  wird  die  Diagonale  gleich  nall;  ( 
Parallelepiped  redacirt  sich  aaf  einen  Punkt  den  Schwerpunkt.  1 
Gleichungen  der  Asymptoten  in  einer  der  Tetraederflächen  wert 
alsdann 

«2'  =  i    «3'  =  h    «4'  ^  i 

Die  sechs  Asymptotenebenen,  von  denen  je  zwei  zusamm 
fallen,  schneiden  daher  aus  dem  Tetraeder  ein  Oktaeder  hera 
dessen  Eckpunkte  in  den  Mittelpunkten  der  Tetraederkauten  lieg 

Die  Asymptoten  der  Schnittcurve  unserer  Fläche  in  der  Tet 
edcrfläche  /  sind 

3m  ,  Zm  ^  Sm 


«•   ■=■  :; i — .      tt. 


»»        3m +  n'      ^         8m +  n'      "•         3m  +  n 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung 

n  =  3mr 

80  kommt 

«»  -  i+r'      ''^   "  1+r'      ""^  '^  1+r 

Für  einen  zweiten  Fall  sei  ebenso 


«•'  =  ::— i — r,     ff«   —  -.    .  ... ,       «V 


l  +  r"     "»         1+r"       -*         l  +  r' 

uud  bestehe  zwischen  r  und  r'  die  Gleichung 

rr'  =  l    oder     1^+1^  =  1 
HO  wird  in  dem  ersten  Falle 

Hl  —  0/1  _i_^M    yi 


2(1 +  r)'       ^*        2(1 +r) 

im  zweiten  Falle 

.  _     2r^— 1  2~r  ,        _^Z1^         2r  — 1 

'^»'  ""  2(1 +  r')  ■"  2(l  +  r)'  y*    "  2(1 +rO  "  2(1 -|-r) 
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„Die  symmetrische  Fläche  der  dritten  Ordnung  besteht  dahe^: 
„aus  vier  getrennten,  ins  Unendliche  verlaufenden  Flächen,  von  dene 
„jeder  zwischen  dreien  der  sechs  Asymptotenebenen  sich  verbreite 
„Ausserdem  kann  noch  zwischen  diesen  Flächenteilen  ein  fünft^^x 
^^geschlossener  Teil  auftreten/^ 


Bezeichnen  wir  eine  der  beiden  zur  Kante  A^A^  parallele  Asym^ 
totenebene  mit  Ei^2  und  erteilen  in  ähnlicher  Weise  auch  den  ande^ni 
Asymptotenebenen  die  ihrer  Lage  entsprechenden  Zeichen,  so  können 
wir  die  Lage  der  offenen  Teile  der  Fläche  (3)  folgendennassen 
stimmen.    Es  verbreitet  sich  der 


erste    Flächenteil  zwischen 

Ei,2y  Ei^z,  Ei,4 

E2fi,  J22.i,  ßl,4 

zweite           „ 

51 

El,2,  E2fi,  E2.i 

^1^  E\M   E9A 

oder 

dritte            „ 

1» 

Elfi,  ^,8,  Es,4 

£u,  J5;i.i,  EiA 

vierte           „ 

11 

El^i,   E2,A,  Ez,4 

-EiA  Elfi,  Eu 

je  nachdem  m  ^  Jw 

ist 

Zur  Erläuterung  wurde  die  Fläche  (^)  für  die  specielle  Annahme 

1 


iw  «  0,     n  «^  1,    p 


27 


näher  bestimmt  und  auf  Grund  der  Rechnungsresultate  die  Figur  3 
hergestellt. 

Für  obige  Annahme  lautet  die  Gleichung  der  Fläche 

_  1 

Die  Schwcrlinien  werden  geschnitten  in  den  Punkten 

0,     j|±^V33  =  0-578,  1-297 

Der  geschlossene  Flächenteil  berührt  also  die   Tetraederflächen  in 
ihren  Schwerpunkten.     Die  Schnittfigur  in  der  Tetraederfläche  /  ist 

1 

Die  Asymptoten  gehen  durch  die  Dreiecksseiten.    Die  Scheitelpunkte 
der  Curve  liegen  in 

«i  — I»    «s-=*«j-"— J    u.  5.  w. 
ausserdem  genügt,  wie  schon  bemerkt,  der  Schwerpunkt 
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Setzen  wir    »j  »  i,    so   erhalten    wir   als  Gloichnng   der  znr 
fläche  I  parallelen  Schnittearve 

deren  Scheitelpunkte  2*269,  0*720,  0*011;  deren  Asymptoten  a^\ 
Ebenso  ftlr 

Scbeitelpnnkte  4*315,  0*616,  0*070;  Asymptoten  <,  03',  «4'— ~-l. 
Endlich  fttr 

27 


«I  -i  2:<»-.2«,'«s'«4'-i?==o 


Scheitelpunkte   0*891,    -0*267,    —7*624;    Asymptoten    «,',    «3', 

In  der  Figur  3  sind  die  hier  berechneten  Schnittcunren  in  per- 
%pectivischer  Zeichnung  durch  die  panktirten  Linien  dargestellt,  und 
zwar  die  geschlossenen  Cur?en  für  ff|  =  i,  i,  1»  die  offenen  Cnrven 
nur  an  der  Kante  Ai  A^  für  «,  =  0  und  «j  «  i,  sowie  für  «j  =  0 
und  tfs=0,  doch  ebenfalls  der  Deutlichkeit  halber  nur  an  der  Ecke  A^. 

Die  Linien  üT,,  JT,,  K^  geben  die  Kanten  der  der  Ecke  A^ 
gegenüberliegenden  Asymptoten  an  und  sind  bis  zur  Ebene  «i  =  ^ 
fortgeführt,  in  welcher  Ebene  auch  die  Asymptoten  Sl^,  9ls,  S^  ge- 
zeichnet sind. 

Die  auf  der  Schwerlinie  A^S  liegenden  Scheitelpunkte  der  krummen 
Fläche  sind  durch  Sternchen  gekennzeichnet. 

Einachsige  Flächen.  —  Ist  die  Gleichung  zwischen  a^,  o^, 
'31  <>4  so  gebildet,  dass  sich  bei  beliebiger  Yertauschung  der  Coor- 
dinaten  a^i  ^z^  ^^  nichts  ändert,  so  entspricht  sie  einer  krummen 
Fläche,  welche  sich  symmetrisch  um  die  Schwerlinie  A^S  und  um 
die  durch  diese  gelegten  Schwerebenen  A^A^S^  A^A^S^  A^A^S  ver- 
breitet. Unter  den  zahllosen  dieser  Bedingung  genügenden  Gleichungen 
mögen  die  folgenden  einer  nähern  Untersuchung  unterzogen  werden. 

1)  «1*  —  a2a3+«ja4+ff4ai.  Die  Schnittcurve  in  der  Tetra- 
ederfläche A^AfA^  hat  die  Gleichung  (04  =  0) 
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und  ist  *)  eine  Ellipse,  welche  dnreh  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
A^  A^  ^3^  ferner  danrh  A^  nnd  A^  und  durch  den  Scheitelpunkt  jeiB.eT 
über  Am  J3  errichteten  Dreiecks  geht,  dessen  Schenkel  zu  den  Sei'^«^ 
Ji  J^  und  A^  A^  parallel  laufen.  Die  Schnittcurve  in  der  Tetraed  ^t' 
düche  A^A^A^    hat  die  Gleichung 

«j«j+«s«4+«4«i  =  0    oder    a,*+a3«+a4»  =  1 

lud  ist  die  «in  Jj  J,^  beschriebene  Ellipse  von  kleinstem  Fläch^^i^- 
tnlLil^     Fiir 

•^  =  -s-04--iU  — «i)    folgt    ai  =  -i±iV3 

I>K  F!;Jiic&e  ist  Ton  xweitcr  Ordnung  und  geschlossen,  daher  ■  ein 
dUtpsotd«  welches  durch  die  Punkte  A^^  ^3,  A^  hindurchge^ssht, 
a!ess>i^a  3iü;:evp«iikt  in 


.\^K  xid  ie^csen  in  der  Schwcrliuie  A^S  liegender  Durchmesser  ci^^ie 
L«ia^  )  3  in  Einheiten  dieser  Schwerlinie  besitzt. 

-■  *tv*j+«5+«4)  ="  2(a,cs  +  of3a4  4-«4«2)-     I^ie  Schnittcur^Ä^'O 
ui  iier  Tetraederfl&che  A^A^A^  hat  die  Gleichung 

ttud  ßt  *>  eine  Hyperbel,  von  welcher  ein  Bogen  durch  den  Schwe—  '^^' 
^itttkt  des  Dreiecks  AxA^A^^  sowie  durch  die  Punkte  A^  und  A^^  d^^^^ 
xtifc^  durch  A^  geht.  Die  Schnittcurve  in  der  TetraederflÄcfcr^ö 
«4,.l9.i4  ist  wieder  der  Gleichung 

«««3  +  «3«4  +  «4«2  ^0 

^iit^^^r^'head  die  dem  Dreieck  A^A^A^  umgeschriebene  Ellipse  vosi 
kl^uuMiMn  Flächeninhalt.    Für 

«^  —  03  — «4  — i(l— «1)    folgt    «1  =  1    oder    a,  —  I 

IHo  Fiftche  ist  ein  geteiltes  Hyperboloid,  von  welchem 
^  tVU  durch  die  Punkte  A^^  A^y  ^,  der  andere  durch   Ai  hin- 

7 
dÄTch^ht.    l>or  Mittelpunkt  liegt  in  14  =  j^,   der  Durchmesser  in 

,^  «S  betragt  J  der  Schwerlinie. 

3)  ^;,j3  —  «,«3 «4.    Die  Gleichung  der  Schnittfigur  in  der  Tetra- 

wslvritoich<>  /  ij^i 

«2  «3  «4  ■*  0 

\)  Vijl    V,  X,  S«Ue  «4  u.  25. 
^)  Vgl.  T.  X,  Soite  ai. 
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and  bezeichnet  die  Seiten  des  Dreiecks  ^2^3-^4-  Setzen  wir  aber 
etwa  04  »  0,  so  kommt  a,  =  0,  woraus  wir  ersehen,  dass  die  krumme 
Piftche  die  Tetraederfläcko  A^A^A^  nur  in  der  Geraden  A^A^ 
schneidet.  Die  Schnittcurve  in  einer  zu  1  parallelen  Ebene  hat  zur 
Gleichung 

Die  Asymptoten  der  Cnrve  sind  die  Seiten  der  Schnittfläche  des 
"Xetraeders.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Tetraederflächen  17,  ZZ7, 
Asymptotenebenen  sind. 


Wird  nun 

a 


1  — a 


- —  =1,    somit  «1  «=-  J 


reducirt  sich  die  geschlossene  Curve  zwischen  den  Asymptocen 
«laf  einen  Punkt;  dieser  ist  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  eine  geschlossene  Curve  zwischen 
den  Asymptoten  auftritt,  fällt  zusammen  mit  der  Bedingung,  dass  die 
Icnbische  Gleichung 

«,'» -  2«,'«+ «,'  -  4  (j^y = 0 

drei  reelle  Wurzel  aufweise,    nämlich  0  <  - — *— <i  oderO<o,<i. 

Für  ff  1  =»  i        wird    a^'aj'a^'  =  ^  (bekannte  Curve) 

„     «2'  «3'  a^'  =  1,    Scheitelpunkt    a,'  -»  2*583 
„     a,'or8'«4'  =  27,  „  cfj'=  5-428 

„     «2'  ofj'  «4'  «=  —  j2^,      „  02' 0O30 

„     ttg'  «s'  «4'  «=-——,         „         «2'  —  —  0*118 
n.    8.    w. 

Betrachten  wir  noch  die  Schnittcurve  in  einer  der  durch  A^  ge- 
legten Schwerebenen,  etwa  A^A^S,    Wir  setzen 

($1  =  aj,     c^  '='  ff«?      <^8  ^  1  —  ^1  —  ^t*^  ^«3  —  2«4 

und  erhalten  als  Gleichung  der  Schnittcurve 

4<yj«  «»  a^ .  ^g«    oder    4<y,'  —  öj^Cl  —  aj  —  ^3) 

Fflr  tfg  —  0  wird  <Ti^  »  0.  Dieser  Gleichung  entsprechen  drei  gleiche 
Worzeln.    Setzen  wir 


»1 

«1  —  i 

»1 

«i-J 

11 

«i=-i 

1> 

«1 i 
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so  wird 

4  tf,»  =  ^^3«  (1  —  «1 T  Ja^) 

Teroachlilssigeii  wir  hierin  ^  ^<^8^  ^^  erhalten  wir  gleiche  und  zwar 
positive  Worzeln  fflr  a^.  Hieraus  ist  zu  erkennen ,  dass  in  i|  die 
Curre  eine  Spitze  bildet,  za  welcher  die  Kante  ili  ^Ij  als  TangeDte 
flüirt. 


Fftr  ^  —  1  wird  ff i  —  0  (einzige  reelle  Wurzel).    Wir  finden 

wir  hierin  «s  "■  1«  ^^i  ■»  0,  so  kommt 

rfcfj  :  da,  —  —  1 

woms  wir  «Nrkennen,  dass  A^D   (Fig.  4)  Tangente  an  der  Corre 
bt    Selzea  wir  aber 

uttiii  vemachlissigen  die  zweiten  .und  höhern  Potenzen  von  ^a^^  so 
erbauten  wir  innächst 

nud  da    ^1  iu  diesem   Falle  auch  gegen  null   couvergirt,  weshalb 
m^u  «>'  vemachlässigen  kann, 

$omil 

rf^  l±2Jati l±2^<ya 

Uli,  ■"(I±^ff8)(-1T'^<^8)  ""  — l  +  2zf<ys  ■" 

vi  h  der  erste  Differentialquotient  ist  für  die  Umgebung  des  Punktes 
^>  vvu»t;iiit«  somit  der  zweite  Differentialquotient  =-  0,  also  besitzt 
dH-^  i^irve  iu  />  einen  Wendepunkt. 

tu  vier  VigüT  4  bezeichnen  die  stärker  ausgeführten  Linien 
VvnU^  der  Scbnittcurven  in  den  Schwerebenen,  die  pnnktirten  Linien 
vuo  Sobuittcurven  in  den  zur  Ebene  A^A^A^  parallelen  Ebenen  im 
\^»(Aiido  «1  —  1«  jf«  —  i'  ^^f  Deutlichkeit  halber  ist  die  Entwicke- 
t^^^  vier  krummen  Fläche  in  den  ausserhalb  des  Tetraeders  liegenden 
KAumv  Mur  «u  der  Kante  -4^-42  dargestellt. 

4,      »  «WV  +  l+U    oder 
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J^  «1  =  0  wird 

die  kramme  Fläche  schneidet  die  Grundfläche  /  des  Tetraeders  in 
<ien  Kanten  Ä^A^^  ^s^4»  A^A^,    Ebenso  wird 

Wenn  cxg  ^  0  angenommen  wird  n.  s.  w. ;  die  kramme  Fläche 
Schneidet  daher  überhaupt  die  Grundflächen  des  Tetraeders  in  den 
ilinen  entsprechenden  Grundkanten. 

Als  Gleichung  der  Schnittcurvo  in  einer  zur  Fläche  /  parallelen 
Dbene  erhalten  wir 

3  (1  —  ai)  er,'  aj'  o^*  -  «^  («,'«3'  +  «3'  a^'  +  «4' «,')  -  0 
oder 

3(1  -2ai)aa  V«4'  -  «t-S[«t'*(«8'  +  «4)]  -  0 
Eine  bekannte  Umformung  führt  zur  Gleichung 

Die  Schnittcurvo  ist  eine  dem  Schnittdreieck  des  Tetraeders  sym- 
metrisch zugeordnete  Gurve  der  dritten  Ordnung  mit  den  Asymptoten 

Ua  *■  o/-«  \     n.    s.    w« 

*  S(l— a,) 

Setzen  wir  wieder 

tttt  ^'^^  4  u.     s»     w.« 

*  1  —  «1  ' 

80  erhalten  wir  die  Asymptotenebenen  der  krummen  Fläche 

3ff2  —  «1  «0,    3cif3  —  «1  «0,    3a4  —  a^  —  0 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt 

«2  ■="  0    für    «1  =-  0    und 
«4  —  i    für    of,  =  «3  =  «4  =  J(l  —  «i) 

Analoges  ergeben  die  beiden  andern  Gleichungen.  Die  Asjrmptoten- 
ebenen  gehen  also  durch  je  eine  Kante  der  Grundfläche  1  und  durch 
den  Punkt    cr^  -»  |    der  Schwerlinie  Aj^  S, 

Das  Auftreten  einer  geschlossenen  Gurve  in  der  zur  Fläche  / 
parallelen  Schnittfigur  der  krummen  Fläche  ist  bedingt  durch  das 
Vorhandensein  von  drei  reellen  Wurzeln  in  der  Gleichung 
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Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  aber  stets  o,' « i ;  dann  bleibt 


mit  den  Wurzeln 

,        l-2g,    ,  1       i/^      16       ,   16    , 

''«  "2(1  -  «i)^  2(1  -a,)  r  ^"""äf*!  +3"''' 

Diese  Wurzeln  sind  aber  reell,  wenn  i  ^  gti  !>  f ;  diese  ist  also  clie 
Bedingung  des  Auftretens  einer  geschlossenen  Curve  in  der  Schnitt- 
figur. — 

Berechnet  wurde 

«1  •='  i>    Asymptoten  of,'  =  J,    Scheitelpunkte  «,'  —  1,  i,  J 

^1  *^  i  1    Asymptoten  a^'  »  ^ ;    Scheitelpunkt  «f'  —  1 

«1  —  i;    Asymptoten  c,'  «  1;    Scheitelpunkte  «j'  —  1,  —1,  —1 

Die  Curve  degenerirt  in  die  Asymptoten. 

«j  =  J ;    Asymptoten  cfj'  =  l ;    Scheitelpunkte  a^'  =  1, 

—  3±2V| 0-418,  -5-582 

ufj  =  f ;    Asymptoten  «/  «-  -|;    Scheitelpunkte  a,'  —  1, 

3:f  4V5=— 0-266,  6266 

«1  =»  —  i;    Asymptoten  Oj'  «=  ~  i^i    Scheitelpunkte  «^'  —  1, 

i±tV|  =  1-253,  -0-053 

Der  Gleichung  genügt  tfß  »  0  oder  die  Kante  A^  Af^  wie  bekannt 
Die  Gleichung 

bestimmt  eine  Hyperbel,  welche  durch  die  Punkte  A^,  A^^  S^  D  hin- 
durchgeht. Ausserdem  ist  die  durch  S  gelegte  xind  zu  A^D  parallele 
Gerade  eine  Tangente  an  der  Hyperbel,  somit  die  durch  S  gehende 
und  zu  Ai  Ai  parallele  Gerade  ein  Durchmesser  der  Hyperbel.  Die 
Endpunkte  dieses  Durchmessers  sind  S  und  der  oben  bestimmte 
Punkt 

«1  "^  J>    of,'  —  —  1    oder    a,  —  -  J,    «r,  ««  «^  «  | 

Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  liegt  daher  offenbar  in  der  Mitte  der 
Strecke  A^D^  welche  letztere  also  auch  Durchmesser  der  Hyperbel  ist. 

In  der  Fig.  5.   sind  wieder  die  in   den  Schwerebenen  AiA^8 
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^nd  AiA^S  liegenden  Schnittearven  (Hyperbeln)  aasgezogen,  die  an 
^en  Kanten  AiA^  and  lA^A^  liegenden  der  Fläche  /  parallelen 
ScbDittcarven  pnnktirt. 

5)  «-  —         X        i       '    Für  a,  —  0  wird 

die  Fläche  /  des  Tetraeders  wird  nicht  geschnitten.  Die  Schnitt- 
curve  parallel  /,  welche  der  Gleichung 

entspricht,  ist  eine  Ellipse  anter  der  Yoraassetzang 

T^-  >  i    oder    1  >  «,  >  i 

nnd  redncirt  sich  anf  einen  Pnnkt  in  der  Schwerlinie  A^^S  fttr  ai»  1 
und  a^  =  i;  die  gesachte  Fläche  ist  somit  ein  Ellipsoid,  A^S 
Durchmesser,  der  Mittelpunkt  liegt  in  a^  —  |.    Für  «i  =  ^  wird 

die  Schnittearve  ist  dem  Schnittdreieck  des  Tetraeders  eingeschrieben. 
Für  «1  —  i  wird 

die  Schnittearve  ist  dem  Schnittdreieck  amgeschneben. 
Setzen  wir  übrigens  in  die  ursprüngliche  Gleichung 

«1  =  i(l  +ßi)^    a«  —  ift,    «8  —  ift»    «4  —  i/^i 

so  beziehen  wir  die  Goordinaten  /?|,  /?2i  ß$t  ß^  ^^^  ^^^  Tetraeder 
A^B^B^B^^  wobei  B^^  B^,  B^  die  Mittelpunkte  der  Kanten  A^A^t 
A^A^y  AiA^  bezeichnen,  and  wir  erhalten 

als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche,  woraus  wir  sofort  erkennen, 
dass  dieselbe  identisch  ist  mit  dem  dem  Tetraeder  A^B^B^B^  nmge« 
schriebeneu  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen. 

6)  «1»  =  "•-y-^* .  "^"^"^ •  ^^^Y^'    Für  «i - 0  wird  entweder 

"f+»8""0    oder    «s+Äi  — 0    oder    04+«,  —  0 
in  anderer  Form 
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«»  =  1,     «s  =■  1»     «4  —  1 

hieraus  ersieht  man,  dass  die  gesuchte  Fläche  die  Gmndfl&che  /  des 
Tetraeders  in  den  drei  Geraden  schneidet,  welche  durch  A^^  A^,  A^ 
zu  den  Gegenseiten  parallel  gezogen  werden.    Diese  Geraden  mOgen 
einander  heziehangsweise  in  B^^  B3,  B^  schneiden.    Der  zur  Tetrar 
ederflächc  /  parallelen  Schnittcur?e  entspricht  die  Gleichung 

(«2'  +  «3')  («s'+  «4')  («4'+  «,')  -  (rzi^)' 
oder 

2;«,'«(a,'+ar)  +  2«,V«4'  -  (j^) 
Eine  bekannte  Umformung  führt  zu 


«2'«+«8'^+«4'»=  l-3(j^J 


Hieraus  erkennen  wir,  dass  die  Asymptoten  der  Schnittcm&x*^ 
durch  die  Eckpunkte  des  Schnittdreiecks  zu  den  Gegenseiten  dei 
selben  parallel  laufen,  und  dass  somit  die  Asymptotenebenen  doir  2\ 
untersuchenden  Fläche  in  die  Seitenflächen  A^B^B^^  A^^^A^ 
A^B^Bf  des  Tetraeders  AiB^B^Bi  fallen. 

Beziehen  wir  die  Coordinaten  ß^\  ß^\  ßi*  eines  Punktes  in  der 
zur  Tetraederfläche  1  parallelen  Schnittcurve  auf  das  durch  äie 
Asymptoten  abgeschnittene  Dreieck  B^'B^'Ba\  so  ist 

a^'  =  1  —  2/J2',     «3'  -  1  —  2ß^\     a4'  «  1  —  2ß4! 

zu  setzen.    Beziehen  wir  aber  die  Coordinaten  ß^^  ß^^  /?,,  ßi  auf  das 
Tetraeder  A^B^B^Bi^  so  haben  wir 


«1 

somit 

ebenso 

ferner 

-ßu 

<h  = 

0,-=(l 
«8  — 
1-ft- 

A- 

■2ß, 
—  1  — 

il- 
ßl- 

-ßi)ß»' 

-2^4 

«2 

2 

"l-ßt 

-ft-A 

.  =  /»4 

n. 

8.  W. 

und  endlich 

ßl' 

—  ßi'ßs' 

ß* 

als  Gleichung  der  Fläche.  Die  Fläche  ist  somit  identisch  mit  der 
in  3)  untersuchten  Fläche,  wenn  man  au  die  Stelle  des  Tetraeders 
Ai  A^  Aq  A\  das  Tetraeder  Ai  B^  B^  B\  setzt. 
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7)  Znm  Schiasse  mögen  noch  zwei  Flächen  nntersncht  werden, 
che  die  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegenkanten  des 
:raederB  zar  Achse  und  die  beiden  darch  dieselbe  gelegten  Schwer- 
nen  zu   Symmetrieebenon    besitzen.    Wenn  A^A^D   uw^  A^AxE 

Symmetrieebenen  sind,  sonach  DE  Achse  der  zu  untersuchen- 
1  Fläche  vorstellt,  so  muss  die  Gleichung  der  letzten  so  gebaut 
I,  dass  eine  Vertauschung  der  Goordinaten   a^  und  a^  einerseits, 

Goordinaten  n^  und  or«  andrerseits  nichts  ändert. 

Das  einfachste  Beispiel  ist 

Die  gesuchte  Fläche  ist  eine  Ebene  und  zwar  jene,  welche 
Q  Tetraederkanten  AiA^  und  ^13^4  parallel  ist  und  die  übrigen 
Qten  halbirt.    Denn  für  oT],  u^,  a^,  «4  =  0  wird  beziehungsweise 

«2,  «1,  «4,  «a  ="  i 

8)  a^a^  »  «3  04.     Sowol  für  «j  «>  0  als  für  «2  ""  ^  ^^f<^ 

«3  «  0,     «4  =  0 

l  umgekehrt.    Die  Fläche  geht  somit  durch  die  Tetraederkanten 
4s,  A^A^  A2AQ,  A^A4,  keineswegs  aber  durch  A^A^  nnd  A^Aa. 

Die  Gleichung  der  Schnittfigur  in  einer  zur  Tetraederfläch c  / 
allelen  Ebene  ist 


«8    =        —  -  «3   «4- 
l-«4' 


O«'  « 

^  1  — « 


«1 


-•«4'+l 


«1 


«4*  =  — - .  -  ^  -     wird 

1  —  rtj 


nso  wird  für 

ererseits 
Gleichungen 


«3  =  » ; 


«1 

«4'  =  00 


«1  er« 

aJ ,— ^—     und    «4' ^ 


»3    =■  —  z  uuu      «4    ■■  —  ; 

*  1  —  «1  1  —  Oj 

timmen  somit  Asymptoten  der  Schnittcurve,  diese  selbst  ist  aber 
nbar  eine  Hyperbel.  Da  der  Mittelpunkt  derselben  in  der 
iwerebene  A^A^S  liegen  muss,  so  setzen  wir 

«3'  «  04'  =  i  (1  -  «,') 

eh.  d.  Math.  n.  Phjs.    2.  BeUie,  T.  X.  37 
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in  die  Gleichung  der  Schnittearve  ein  and  finden 

1  +  2^^7+«! 


«2    — 


1-a, 


als  die  Coordinaten  der  in  der  Schwerebene  ^1^2'^  liegenden  Hyp^i' 
belpunkte.     Der   Mittelpunkt    der  Verbindungslinie    dieser    beidcti 
Curvenpunkte  ist  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  seine  Coordinate  i*^ 

Setzen  wir  aber 

«  '  ==     ^> 

SO  bestimmt  die  Gleichung 

a,«  1+ai 

die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  sämtlicher  zur  Fläche  r 
rallelen  Hyperbelschnitte.  Diese  Linie  ist  aber  eine  Gerade,  W€?l^^h6 
durch  A^  hindurchgeht  und  die  Tetraederfläche  AiA^A\  in  eii^^'D 
Punkte  schneidet,  welcher  in  Beziehung  auf  A^Aa  als  Symmetx"i€- 
achse  dem  Punkte  A^  gegenüber  symmetrisch  liegt 

* 

Die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  der  Schwerebene  A^A^S  i^^ 
08«  =  4 <y,  <T,    oder    0j  =  i(l  —  0^) ±iVl— 20, 

Wir  finden  Curvenpunkte  nur  unter  der  Bedingung 

Für  c^^  \  wird  übrigens  oi  —  i  und  sonach  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders  bezeichnet.  Die  Schnittcurve  ist  eine  Parabel,  welche 
durch  5,  A^  und  A^  hindurchgeht,  da  03  =  0  wird  zugleich  für 
<y,  -»  0  als  für  0,  =  0.  Die  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  zur 
A^A^  parallele  Gerade  ist  Tangente  an  der  Parabel;  ebenso  sind  die 
Schnittlinien  A^D  und  A^D  der  Schwerebene  mit  den  Tetraeder- 
flächen /  und  n  Tangenten. 

Einen  ähnlichen  Parabelschnitt,  der  ebenfalls  durch  den  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  hindurchgeht,  findet  man  als  Schnittcurve  in 
der  Schwerebene  A^A^S, 

Die  Gleichung  der  Schnittlinie  in  der  Schwerebene  A^A^S  ist 
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;hnng  bestimint  zwei  Geraden 

0,  =»0 
die  Kante  A^A^] 

01  —  «3 

h  den  Schwerpunkt  hindarchgehende  Yerbindnngslinie  der 
ikte  der  Tetraederkanten  A^A^  and  A^A^,  Diese  letztre 
gt  natürlich  auch  in  der  Ebene  A^A^S^  in  welcher  A^A^ 
¥eite  Schnittlinie  der  zu  untersuchenden  Fläche  erkannt  wird. 

ich  sind  die  Kanten  A^  A^  und  A^  A^^  sowie  die  Verbindungs- 
Mittelpunkte  dieser  Kanten  die  Schnittlinien  der  Fläche  in 
len  A^AaS  und  A^A^S. 

Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  legen  deutlich  dar,  dass 
hte Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  dessen 
im  Schwerpunktfdes  Tetraeders  liegt,  und  welches  Ton  den 
rflächen  in  A^  ^3,  A^  ^4,  A^A^vlvl^  A^  A4  geradlinig  geschnitten 
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XXIL 


Bemerkungen  zum  Rationalmachen  der  Nenrx^ 


Von 

Eduard  Janisch. 


Die  hier  folgenden  Erörterangen  werden  in  erster  Linie  dem  Zwecke 
dienen,  zu  zeigen,  wie  bei  Verwendung   des  Grebe'schen  Verfahren^ 
zum  Rationalisiren  der  Nenner,  welches  im  XIII.  Teile  dieses  Arcbi^^ 
veröffentlicht  worden  ist'),  bei  Gebrauch  von  Determinanten  das  Ver- 
fahren selber  ein  Mittel  an  die  Hand  gibt   auf  rein  rechnerischeiD 
Wege   Beziehungen   festzustellen   zwischen  den   ersten  Minoren  der 
auftretenden   Determinante    eines   Systems  linearer  Gleichungen.  — 
Grebe  hat  seine  Methode  nur  auf  das  bekannte  Problem  der  £le- 
mentar-Mathematik  angewendet  und  zwar  ohne  Benutzung  von  Deter- 
minanten.   Wir  werden  aber  sehen,    dass  sie  sich  auch  heranziehen 
lässt  zur  Behandlung  des  entsprechenden  Problems  aus  der  Theorie 
der  algebraischen   Gleichungen  und  werden  bei  der  Gelegenheit  mit 
Leichtigkeit  eine  Vorschrift  zur  Berechnung  gewisser  symmetriscben 
Functionen  der  Wurzeln  finden,  nebstdom  noch  auf  einige  Identitäten 
Btossen. 

I. 

Wir  beginnen  mit  einem  Beispiele,  in  welchem  die  Irrationalität 
des  Nenners  nur  von  Quadratwurzeln  herrührt. 

Es  sei 


1)  Grebe,  über  das  Rationnlmacben  von  Nennern  mit  unbestimmt    Tielen 
irrutioualcn  Gliedern.     T.  XIII.,  S.  68  flg.     1849. 
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-^    (1) 
mit  rationalem  NeDoer  darzustellen. 

Dies  wird  erreicht  sein,  wenn  man  die  xi  in  dem  Ansdrneke 

hy9i'i^y9%+X3V9i+^AV9i92+i^&V9i95+^6V9i9s+^i'V9^ 

c=F    (2) 

rationale  Fnncüonen  der  o,,  bi  und  qu  darstellen  kann,  was  in 
X  Tat  möglich  ist,   denn  multiplicirt  man  die  linke  Seite  von  (2) 
dem  Nenner  der  linken  Seite  von  (1),  und   setzt  das  erhaltene 
odnct,  welches  in  die  Form  jedes  seiner  Factoren  gebracht  werden 
nn,    dem  Zähler   der  linken  Seite  von  (1)  gleich,   so  ergibt  die 
^^officicntenverglcichung  genau  so  viele  in  den  xi  lineare  Gleichungen 
ier  8)  als  xi  vorhanden  sind,   und  somit  können  diese  im  allge- 
inen  eindeutig  derart  bestimmt  werden,  wie  es  verlangt  wurde. 

Diese  Gleichungen  lauten  im  vorliegenden  Falle: 

^a^0+Pl«l^l+P2<V2+Pa«3a^a+PlP8«4*4+PlPsa5«6+pÄPS«6*6    \ 

+PiPjP3«7*7  =  *0 

^^0+     O0^1+9if*4,^i+9lf*&Xs+     P2ÖJ«4+     P3«8*6+P«P807a^6 

+     PtP8«6^  ""  *1 

«2*0+Pl«4«'l+     «0^+P3O6«^8+      9l^^4+     Pl  P8«7«S+P8«8^6 

+PlP3<»6^  =  h 

Ö8*0+PlÖ5a?l+P2«6a'2+     fl0^8+PlP2«7^4+     Pl<»1^6+     Ps'Vö 

+9l9%04^  =  Äj 

<*^Q+     <Vl+     a|a^2+P3«7^8+  «0«4+     P8Ö6«ft+     P8«6«6 

+     PsOs^^  —  *4 

+     P2<V7  —  h 

O6*0+PlOr«l+     «3^2+     Ö2«8+      Pl«6«4+     Pl«4*5+     «0*6 

+     Pl«l«7  ^  *6 

073^0+     «6«^!+     «6«2+     ^4^9+     <^3^A+     <4«5+     «1«6 

Die  symmetrische  Determinante  J  dieses  Systems  ist  also: 


(3) 


\ 
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d  = 


«0» 

Pl«li 

«11 

«o> 

««» 

?l«4i 

«81 

Plöö, 

«41 

«Ji 

«61 

«31 

«61 

?l«7l 

«71 

«61 

ft«Ji 

Ps«8i 

^l^l«4i 

PlPs«fti 

PlP8«6i 

P««4i 

P8«6i 

Pl«2i 

P8«8i 

PlP8«7i 

PlP8^»«\ 

«Ol 

^S«6 

«>l«li 

PlP3«7i 

P8«8i 

PlPS^Ä  ^ 

P2«6i 

«Ol 

PlPl«7i 

Pl«li 

Ps«ti 

PlPl«-*L 

«11 

?8«7i 

«Ol 

P8«6i 

P8«»> 

P8«m  \ 

P2«7> 

«11 

Pl«6> 

«61 

P««4> 

p«««  \ 

«51 

«Ji 

Pl«5> 

Pl«4» 

«Ol 

Pl«^   1 

«5> 

«41 

«81 

«ti 

«11 

«o     1 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Snbdetenninante  des  in  der  tten 
and  ikten  Colonne  stehenden  Elementes  mit  Jijk^  dann  erhaltea 
für  die  x  Anflösnngen  ans: 

^JCO  —  *0^1il-Hl^til"Kt^8il+*8^4il-K4^iil-Hi^6il  \ 

+*6^7il-K^Sn        \ 

d.X^  —  *t^lil-Hl'^lil+*1^8il'Hs^4»l-H4^5if+*»^6if 

-H6^7il+*?^tit 

djT^  =  **^l^-Hl^ti8+V8i8-Hs^4iS+*4^5«8+**^6iS 

-H6^7iS+*7^ti8 

Z/  Xj  —  *0^/j,4-Hl^iH+*«'8^+*8^4i4+*4^i'4-M*^«»« 

+*6^T-4+*7^8>4 

djC^  —  **-^i^+*i^lS+V8'«+*i^4i«+*4'5^+*5^«J« 
Jjr^  —  **^|^4^^3hT+V^8^+*S^4-7+*4^5^-Ki^«^ 
^JRj  —  Ml'*+*l'f«+*«^8^+M4^+*4'w+V^« 


/ 


(5) 


und  mnsere  Anj^be  ist  eriedigt    Jetit  werden  wir  aber  wöge^  da« 

(64— ö\ 
—  ö-| ^—  l  Sabdetttmiunten  in  diese 

Ansdrtteke  eininlUren«  denn  sie  lassen  sicli  siatlick  sehr  ein&ck 
dnrvli  die  Snbdeierminanten  der  eisten  Zdie  danteUea. 


Wenn  wir  likBlidi 
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1 


^€^+^iV  9i+^iV  Qi+f'iV  Qs+a^V  QiQi+ttay  QiQs+^Vo^^ 
setzen  and  diesen  Ansdrak  mit 

rK^ultipliciren,  so  müssen  wir 

^^9+^1  \^  9i+ietV  Q9+^&V  9a+X4V  Qi  92+XsVqi  Pa+a^eVpsPs+^rVpiPjPs 

^nm  Prodnct  erhalten.  —  Die  Werte  a  ergeben  sich  ohne  weiteres 
SLns  dem  System  (5)  an  Stelle  der  x,  wenn  darin 

substituirt  wird,  also  haben  wir: 

d.a^  —  ^1,1,    d.a^  =  z/j,2,     ^.«2  =  ^1,3,    ^.«3  ==  ^„4 

Die  Relation 

liefert  hieranf,  wenn  linker  Hand  entwickelt  wird,  dorch  Coefficien- 
tenvergleichnng,  das  sehr  leicht  ans  (3)  ableitbare  System^): 

^.  a?o  --  *o  •  -^m+^i  •  ?i^i>2+*»  •  9%  ^i  js+^s  •  P3^n4 
+h'9i9i^i^b'\^5 '  9i9s^i^-\-h  •  P«P8^ij7+^  •  9i9i93^iiS 

zi .  Xi  =  Jq  •  ^Hl+*1  •      ^in+*J  •  P»  ^H5+*3  •  Ps  ^1^ 

+*4  •      Pl^li3+*5        Ps^li4+*6  •  P2p3^H8+*7  •  PsPs  ^H7 

^  .«j  —  &0  •  ^1?3+*1  •  Pl^l55+*2  •      ^Hl+*8  •  P3^1J7 
+*4  •       Pl^l>J+^6  •  PlP3^1i8+^6  •  P8^1>4+^  •  PlP3^H6 

J.its  =  bQ, ^1,4+*,  .  Qi  ^1,6+^2 •  P8^1»7+*3 •  ^Vl 

+h  •  P1P2  ^198+^6  •       Pl-'n2+^6  •  P2^1ia+*7  •  PlP2^1i6  /  (^) 


1)  Man   hat    nftmlich  blos    für   a,  6,  x   überall    bcBichungsweise  die  tnt- 
iprechenden  a,  Xy  b  zu  seUen. 
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^  •  ^6  =  *0  •  -^HT+^l  •  Pl^J»8+*»  •  ^H4+*S  •  -^l'S 
+^4  •      Ql'^ve+h  •  Pl^li6+*6  •  -^111+^7  •  Pl^H« 

+^4  •  ^Ui+h  •  -^l^S+^e    ^l»J+*7  •  ^Vl 

and  unsere  Behauptung  ist  eigentlich  schon  bewiesen,  denn  in  cia 
vorstehende  System  (6)  gehen  tätsächlich  nur  die  Subdeterminantei 
der  ersten  Zeile  der  Determinante  J  ein  und  durch  Vergleich  mit 
(5)  erfahren  wir  alsdann,  mit  welcher  ^i.m,  beziehungsweise  toit 
welchem  Vielfachen  eine  <^i,m  eine  d$,k  übereinstimmt 


So  findet  man 
das  ist: 


^8u  "=  QiQiQs^iiB 


Plön  Q%^2^  P3Ö31  PiPaö4> 

«0»  P2«4»  P3"6»  P2«2i 

Pl«4»           «Ol  P3«6»  Pl«li 

Pi«5i  pÄ^e,  oo,  Pi(>ja7, 


«2?  «1»      P3«79 

«31      P2«7»  «n 

Pl07i  «31  «21 


«0» 
P2«6i 
P1Ö51 


PlP3«5» 
(»3^> 

Pl«lJ 
P3«6i 


a 


09 


P1041 


P3«3» 

P2Ö21 

P3«5» 

C2Ö41 

«Ol 


P1P2P3Ö7 

P2P3«6 

PlPd«5 

PlP2«4 

P3«8 

Pl«! 


P1P2P3 


«1» 
«2, 
«31 
«41 
«6> 
«61 
«71 


«Ol      P2«4i      P8«5» 
Pl«4i  «Ol      P3«6i 


Pl«öi      P2«6i 


«21 

«31 

Pl«7» 

«61 


«II 
P2«7i 
«3» 
«61 


"Ol 
(>I«7i 
«11 
«21 
«4. 


P2«2i 

Pl«li 

PlP*«7> 

«Ol 

P2«6i 

Pl«5i 

«81 


P8«3i 

PlP8«7i 

Pl«li 

P8«6i 

«Ol 

Pl«4» 

«ti 


P2P3«7 
PS«9 
P2«2 
P3«» 
P2«4 
«t 


ein  Resultat,  welches   leicht  verificirt  werden   kann.    Man  braucht 
nur  in  der  erscn  Determinante   die   2te,  3te,   4te,   5te,    6te,   7te 
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Zelle  folgeweise  za  multipliciren  mit  q^,  q^^  ^3,  q^q^^  ^]p3,  p^Ps  ^^^ 

faiemach  ebenso  die  Ito,  2te,  3te,  4te,  5to,  6te  Colonne  durch  pj, 

ft^  9v  9i9i9  9tQs9  ^tPs  zu  dividiren  am  eine  mit  der  zweiten  augen- 

sclieinlich  gleichwertige  Determinante  zu  erhalten.    —   Wir  müssen 

hervorheben,  dass  auf  dieselbe  Art  offenbar  jede  der  übrigen  ans 

dem  Yergleicb  von  (5)  and  (6)  hervorgehenden,  der  obigen  analogen 

Rolationen  bestätigt  werden  können.    Viele  unter  ihnen  sind  übri- 

S^Ds  selbstverständlich,  so  diejenigen,  welche  besagen,  dass 

^st;^,  was  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  von  J  folgt.  Noch  verdient 
folgendes  bemerkt  zu  werden:  1.  Die  Subdeterminanten  aller  £le- 
'^ente  qq  in  der  einen  Diagonale  sind  untereinander  gleich,  allge- 
meiner sind  die  Subdeterminanten  der  Elemente  mit  demselben  a,- 
^turen  adjungirt^n  Elementen  umgekehrt  proportional  und  2.  die 
Determinante  der  Subdeterminanten  zeigt  analogen  Bau;  man  er- 
*^^lt  sie,   wenn  in  d  an  die  Stelle  jedes  o,-  die  ^i,rf+i  tritt. 


n. 

Zu  mit  den  voranstehenden  vollkommen  übereinstimmenden  Re- 
Bultaten  wird  uns  auch  das  Beispiel  führen',  welches  wir  in  diesem 
Abschnitte  behandeln  wollen,  in  welchem  Beispiele  die  Irrationalität 
Von  Kubikwurzeln  herstammen  mag. 

Es  sei 

8  _         S    _        8     3      8   3 

3  8     _        8    3  3    8^ 

8   8 

+hV9i9i^hV9i^9f^ 

3    8 

+a7V9i9i^<HV9i*9i* 
in  der  Form 

8    _         8    _         8     3    8   3 

3    8    

+^V9i92^+^sy9i^  9s* 

darzustellen.  Hiezu  ist  nach  der  Grebe'schen  Methode  die  Auf- 
lösung des  folgenden  in  den  xi  linearen  Gleichungssystemes  erfor- 
derlich. 
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+PlPl08»7+Pl(>2«7^  —  *2 
fl8*o+öl*l+Pjö«*2+V^8+Pl«7«4+PlÖ6«6+eia6*6 

Pja4aJ7+P«<V8  =  ^3 
a4«o+ai«i+öi*j+Pi  a6a^8+Ooa^4+P«07a^6+Pi«8*'6 

+P2Ö6«^7+PlP«ÖW^  —  64 
Ö6a^«+Plfl*»l+«f»«+PlO7*S+Pia6*4+a0«^6+PlÖ4'6 

+Pi«9«t+Piaiaf8  —  ^6 
flgaro+a4Xi+08*2+«i«8+ai  «4+Piagaf5+aoaP6 

a7Xo+a6jri-{-a4^«+Pi08«s-Hvr4-f-ai  ars+Pi  «eSfe 
fl8»o+fl7*i+ö6a5i+a5a^s+aiX4-Hia«5+<V6 


(V 


i 


Die  Determinante  d  dieses  Systems  ist  wiedenim  symmetrisch: 


d^ 


«0» 

Pl«Si 

P««6i 

Pl«li 

PlPl«8i 

P««li 

PlP2«7i 

PlPl«6i 

PlPj«4 

«1, 

«Ol 

P»«7i 

Pl«3i 

P««6i 

Pl«4, 

PlPl««i 

Pf«li 

PlPf«6 

«Si 

Pl«6i 

«0> 

Pl«4, 

Pl«8i 

P««5i 

Pl«li 

PlPl«8» 

PjP»«! 

«s» 

«11 

Pf«8i 

«Ol 

P»«7i 

P««6i 

Pl«5i 

Pt«4> 

Pt«l 

«4, 

«H 

«11 

Pl«6i 

«ti 

Pl«7i 

Pl«8i 

Pl«5i 

PlPi«8 

«»1 

Pl«8i 

««1 

Pl«7> 

Pl«6i 

«•1 

Pl«4i 

Pl«8i 

Pl«l 

««, 

«4i 

«81 

«»1 

«1. 

Pf««i 

«01 

P««7» 

Pl«5 

«71 

«»1 

«4i 

Pl«8i 

«t^ 

«11 

P|«6i 

«01 

Pl«S 

«81 

«71 

«61 

«5. 

«4, 

«S» 

«11 

«11 

«f 

(2) 


Wenn  wir  nun  mit  ^a,  wie  oben,  die  Sabdeterminante  des  in 
der  iten  Zeile  and  Irten  Colonne  stehenden  Elementes  der  Deter- 
minante d  bezeichnen  worden,,  so  Hessen  sich  für  die  xi  Aasdrücke 
aafschreiben,  die  denen  in  (3)  von  Abschn.  I.  nattkrlich  gani  analog 
wären.  Davon  stehen  wir  jedoch  ab«  ebenso  wie  aach  Ton  der  Aof- 
stellang  des  den  Gleichongen  (6)  entq^recheaden  Systems.    Wir  be- 
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gnttgen  ans  diesmal  damit,  die  ans  dem  Vergleich  Ton  den  (5)  und 
(6>  analogen  Formel-Reihen  hervorgehenden  Determinanten-Relationen 
hier  anzusetzen. 

Man  wird  finden,  wenn 
j— ä —  «t+«iV(»i  +  ...  +«8  VpiW 

Sosetzt  wird,  zunächst 

^•«0  =  ^1J19      ^•«l='^l»J>      ^.««  =  ^l>89      ^.«8  =  ^1,4, 

tand  hernach  durch  den  erwähnten  Vergleich   der  aus  der  Multipli- 
ostion  von 

3_  8  

(«o+«i  Vpi  +  . . .  +  «8  Vpi^Pi*)    mit 

8   _  8    

(«0+a^i  Vpi  + .. .  +*8  Vpi*P«*) 

zu  gewinnenden  Werte  für  die  xi  mit  denen,  welche  aus  der  Auf- 
lösung des  Gleichungssystems  (1)  entspringen: 

^«^"■Pl^nti      '^8n"*P2^1>«»      ^4»!='      Pl^lJl      ^5il="PlP8^1>9    \ 

-^e»!""    Pl^HS»    ^7il—PlP2^1)8l      '^8n=PlP2^1»7 
^9»l=PlP2^1i5 

^lil*^     ^l>li      ^39S*"P«^H8>      ^*92""      Pl^li^?      ^5t2"=     P2^1?6 

^9i2*='PlP2^1i7 

^1»8=   Pl^l»7i    -^SJd^    ^mi      -^*»8^     Pl^l-Ö»      ^6i8—     Pl^l)4 

^6-8=P2^1i69     ''7?8™      Pl^U2l      ^8j8 '=' PlP2^1>9 
^9ni'"PlP2'^l»8 

^fj4—     ^1121      ^3»4=P2^19»      -^454=         ^i«.      ^6,4=     fi^l,8 

^6i4— Pl-^j,?»      ^7i4—      P2^1j6i       ^8>4—      P2^HÖ 

^2i6=     ^1581      ^8jfi=^     ^1J21      ^4,6—     ei^l,7i      ^ßjö"*         ^lil 

^«9Ö—P2^H8>      ^7»5—     Pi^i,4,      ^855""      P2^1>6    j 
^9>6—PlPr'lJ»J  (3) 
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^/6,6-=-       ^„1, 

^7?6=Pl^l»5i 

•^«•6— Pl^l^4 

•^9^6      (^1^H2 

-^217=- 

*^Vb 

^3^7=      ^1.4, 

^7=      ^1.3, 

^5^7—       ^1  2 

^6'>7^92^1  9j 

z/7,7=      ''^i-l9 

^8»7™'^2^li8 

^9«7 — e2'^l>6 

^/„g— 

^116» 

'^3»8*'      ^195» 

^48« (>i^l^, 

'^5?8"'      ^1>S 

^6'8^      ^1^2» 

•^7-8— Cl  •^1'7» 

^8-8'='      ^IM 

^9i8=Pl  ^l4 

^21«  = 

■^l^S» 

-^3^9="     ^1^7) 

^4.9=      -^1^, 

^5.9 -=      -^115 

-^6^9"=      -^1^*1 

^7^9"^       -^1»3- 

-^879           ^1*2 

-^g^g"*    -'m 

«n: 


Auf  Grand  dieses  Schemas  können  die  Bemerkungen  ^^ioigt^^^^ 
1)  sind  die  Subdeterminanten  zweier  Elemente  von  j^  die  dassef  ^ 
Qi  enthalten,  ihren  adjungirten  Elementen  umgekehrt  proportion^^' 
insbesondere  sind  also  die  Subdeterminanten  aller  Elemente  d^^ 
einen  Diagonale  (mit  den  a^)  untereinander  gleich,  und  2)  ist  di  ^ 
Determinante  der  Subdeterminanten  mit  j  übereinstimmend  gebaat;^^ 
es  erscheinen  die  a«  durch  die  ^i,<-|.i  vertreten. 

Somit  hat  die  Determinante  ^  dieses  Abschnittes  die  zwei  näm- 
lichen Eigenschaften,  wie  die  gleichbezeichnete  Determinante  des 
vorigen.  Ueberhaupt  steht  zu  erwarten,  dass  dies  allgemein  gilt  für 
jede  solche  J,  die  sich  ergibt  beim  Rationalmachen  eines  Nenners 
mit  beliebig  vielen  nten  Wurzeln.  Ein  Beweis  hiefür  dürfte  nicht 
gar  einfach  ausfallen,  in  erster  Linie  deshalb  nicht,  weil  eine  zweck- 
mässige Bezeichnung  der  a«  Schwierigkeiten  begegnet. 


III. 

Wir  gehen  nunmehr  über  zur  Anwendung  der  Methode  zum  Be- 
weise eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  —  nämlich 
des  folgenden:  Jede  gebrochene  rationale  Function  einer  oder 
mehrerer  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  n 

a;»*-}-/}!»**"'^  "!"•••  "{"Pn  =  0  . .  . 

kann  stets  als  ganze  rationale  Function  derselben  Wurzeln  darge- 
stellt werden  und  zwar  lässt  sich  diese  ganze  rationale  Function  so 
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amformen,  dass  keine  Wurzel  in  einem  höheren  als  dem  (n  — l)ten 
Grade  darin  vorkommt  *). 

Es  genügt  bekanntlich  der  Nachweis  der  Richtigkeit  des  Satzes 
^ör  eine  Function  nur  einer  Wurzel. 

Sei  also,  wenn  z.  B.  oo  eine  Wurzel  der  Gleichung 
*^^  deutet, 

«0  -|-  ^1  '''"1"  ^  «*+  «3  W^  -j- «4  W* 


ne  Form   auf  die  in   dem  Falle  jede   rationale  Function  von  oi 
^^^  bracht  werden  werden  kann)  in  eine  ganze  rationale  Function  von 
zu  verwandeln: 


Sodass  mithin  die  Gleichung  besteht: 
aus  welcher  unmittelbar  folgt: 

6q -|- iiW-f- ^^  W^ -f- ÄjQ)^ -}"  ^4f** 

*=  («0  +  aiW+«2W*+a3w'*+*4®*)  («•o+^iö)H-a*2w*+Ä'3"^H-a^4ß>*)  (1*) 
Multiplicirt  man  rechter  Hand  aus,  so  findet  man 

-j-aoar4»*-f-«ia;4«'^+a2«4G>®+a3iC4ca''-|-a4X4a)* 

Nun  lassen  sich  aber  bekanntlich  die  höheren  als  die  vierten  Po- 
tenzen von  Ol  in  die  Gestalt  von  Polynomen  vierten  Grades  in  c» 
bringen.    Man  hat  also,  beziehungsweise  kann  man  setzen: 


\)  Man   vergl.    hiezu   etwa   Serret   (Wertheim),   Handbacb    der   höheren 
Algebra,  1.  Bd.,  S.  332,  Art.  182. 
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0)«  = 


-,  m* 


'  —  «.na' — >  «14«— < 


PiCD'— p2»  — Pa«  —P«»— P6 


m 


*  =  «..CO* 


CO 


(»ß » 


'  =    «-•CO*  — 


7>li  »* — l>3i«*  — l>*i  w— Pol 

Pl2»*  -  P32»*  —  Z»*««  -  P61 


C^> 


7)28»'  —  PmW*  —  P^S®  ~P6S 


und  findet  für  die  pi,k  mit  Leichtigkeit  ihre  Werte   (ausgedrückt 
den  pi)  durch  Auflösung  des  folgenden  Gleicbungssystemes  (mit 
01^  cv^,  cD^  als  Unbekannten): 


»0 
Pl(ö*+      CO* 

P8«*+P2«ö*+Pl  W^+W® 

nämlich : 


-  PjCö*  -  pa»«— pjO)*— P4C0— p5 

—  P3co*-p4a}*-p5a)* 

— ^40)*— ^501* 


Pix  — 
Pis  — 
p»l  = 

p«  — 

PS3  = 
P4i- 

P43  = 


— Pi*+Pii    Pii  ■"  Pi'  ~  2pi  Pi+Pz 

-  P\    +  3pi  *P2  —  2p,  P8  — P2*+ P4 

— PlPl+Psi     Pm  =•  Pl*P«— PlPs  — Pt*  +P4 

— Pi*Pj  +Pi*P3  +  2piP,*  — p,  P4  -  "ip^Pz  +P6 

-PlPs+P4i      PSS  -*Pl*Ps— PlP4  -PIPS+PS 

-Pi'Ps+Pi'P«  +  2p,p,Pi  -  P1P5— PiP4-Pi* 

— PlP«+P5»     P42  =  Pl*P4— PiPö-PlPl 

—  Pl'P4+Pi*P5  +  2p,  PiP4— P2P5  — PsP4 

— PlPs^     Ph%  -=  Pl*P5  — P1P6 
— Pl'Pft +2p,p,P5  — P5P5 


^) 


(5) 


Mit  Benutzung   der  Relationen  (3)  kann  sooach   das  Aggregat 
(2)  umgeformt  werden  in  das  Polynom  vierten  Grades  in  o: 


(6) 


00*0!+        «l'O  «1+         gfJ^O        »*|+         03^     ;  •'!+         fl4«t)    I  «* 


+ 


— P5O4X1 


a4fi 


+ 


04X1 


+     «f»i 


+  Vi ; 


— P4a3'i  ■ 
— PH<«4ri  ! 


+     «o'i  ! 


«j»i  ! 


-P«ÖS*« 
-Ptl«4»t 


-Pl 
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(6) 


0) 

CO« 

+     «»ar. 

a>s 

+       «1*8 

a>« 

^3 

—PAO^Z 

—PZ  «8^8 

1 

— P«<Vs 

— J»l  ««'S 

^3 

-P*1Ö8^3 

--Psi^z^s 

"P»I«3'8 

-|»tl«8«8 

'3 

—pi^aiTj^ 

Psi^^i 

—^»2040^8 

-PlfOi^t 

1 
1 

+       «0*4 

14 

P4  0,^4 

—Pz  «12^4 

—Pt  «l«-* 

-Pl  «1«4 

Ti 

=^pi^a^X4 

-Pzi^i^* 

-Pt,a,r4 

— PjiO^ari 

T4 

—pi^a^xi 

—PZ2^Z^^ 

Pn^z^A 

-Pif^v* 

r4 

^pi^OiTA 

—Pm^ata 

—p^^OiXA 

1 

PiZ'^l 

n   soll  nach  (1*)   der  Wert  dieses  Polynoms  ttbereinstimmon 
n  des  Ausdruckes 

nf  Werte  von   (o ,   nämlicb  für   die  fünf  Wurzeln  o»,  ooi,  a>2, 
der  Gleichung 

x^+PiX^+PiX^+p^x^+p^x+p^  =.  0 

sind  die  beiden  Polynome  nach  einem  bekannten  Satze  iden- 
lud  man  erhält  durch  Vergleichung  ihrer  Coefficienten  zor 
mung  der  x,  das  Gleichnngssystem: 


(7) 


«•o 

—PiOi 

*1 

-P6«8— Pol«* 

«C    -P4«4 

— P4«8~P4ia4 

«l— P8«4 

^       P8ÖS      P81«4 

Oj— p,a4 

«1— PiÖ8^:Piia4 

1 

«8— Plö4 

oj— PiOs—Pii«* 

«« 


^A  


a,  - 


—  ^402— |)4ias— P42fl4 
—PZ^2  — P81«3  ~PW«4 
/>2«2—P21«3--p22«4 

Pi««— Pji^a  -Pi2a4 


— P5«l  — Pftia2— Pst««— P68Ö4 
~"P4öl— P4ia2-~P4lö8  -  P4Sa4 
— pSOi  — |>3iaj — ^^3208 —  pssoö 

— PjOj  — p^a^  ^  P2i<»8  ""  Pn^ 
Oo— p,a,  — p„a^  — PiiÖ8"-Pis<»4 


fl^ 


IV. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,   dass  die  Determinante  A  des  ebei 
hingeschriebenen  Gleichnngssystemes  (7)  des  Abschnittes  lU.  daz 
dienen  kann  alle  diejenigen  symmetr.  Functionen  der  Wurzeln  m^ 
o>i,  . . .  (04   zu  berechnen ,   in  denen  keine  dieser  Wurzeln  in  eine: 
höheren  als  der  vierten   Potenz  erscheint.    Wir   beabsichtigen  di 
im  vorliegenden  Abschnitte  zu  zeigen,  noch  bevor  wir  auf  die 
hier  bestehenden  Relationen  zwischen  den  Subdeterminanten  jener-v^ 
Determinante  eingehen. 

Wir  haben  für  A  den  Ausdruck:   (El.  d.  5.  Col.  unter  d.  iten)?  <; 


^ 
lu 


A  = 


^1  "~P6«4, 


«1,      Oo"~P*^» 


(1 


««»      Oi— P3«*i      «0— P8«3"~P8lö*i  "— Pa««— P81«8— PM«4 

«81      ««— •P2a4,      «1— PsOj  -P21O4,       Oo— P«««  — PtlÖ8— PMÖ4 

— P««l— P«l««  -  Pm<»8  -  PU^ 

«4»      «8--Pl«4i      ««-P1Ö3—P1I«*»       «1   -Pl<^  "Pll^—yil«« 

^— Pl  «1— Pll««  —Pl  »«8"^lf«4 

welcher  entwickelt  offenbar  eine  in  den  Qq,  a^^  , .  ,  a^  ganze  bomo. 
gene  Function  vom  fünften  Grade  gibt.  Die  Coefficienten  der 
einzelnen  Termo  sind  im  allgemeinen  ganze  Functionen  der  pik\  der 
Anfaugstcrm  oq^  macht  eine  Ausnahme,  sein  Coefficient  ist  1. 

Es  ist  leicht  hiefür  auch  ein  Product  anzugeben,  indem  wir  unser 
Beispiel  auf  eine  andere  Art  behandeln.  Multipliciren  wir  oämlicb  *) 
Zähler  und  Neuner  von 


mit 


00+ 01«*+    ••  •  +04»* 
A=1.2^,4 


so  wird  der  Nenner  eine  symmetr.  Function  von  «v,  »j  ...  04  und 
zugleich  eine  homogene  Function  der  a  mit  oq®  als  Aolangsglied. 
während  der  Zähler,  da  sich 


V 


1)  Serret,  Handbuch,  1.  c 
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als  symmetr.  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung 


X —  CO 


0 


^te   ganze  Function  von  m  und  der  Grössen  p  darstellen   lässt,   eine 
S&Hze  Function  von  o  wird,  die  offenbar,  wenn  reducirt,  von 

^^oht  verschieden  sein  kann,  denn  man  muss  bekommen 

v<»o-H»i^+-"  +a4«'*).^(ao  +  öfiO>A-h  ...  +04ö)A*) 

«s  Xff'-\-X^(0-{-    .  .  .    +«4«* 

^ATie  wir  wissen,  ist  aber  der  gemeinsame  Nenner  aller  x  die  Deter- 
^^inante  A,  und  linker  Hand  steht  als  Nenner 

(oo  +  OiW-f-  .  .  .  +a4a)*).n(ap  +  «iO'''.+  .  •  .  +«400A*) 

der  von  dem  rechter  Hand,  also  von  A,  nur  um  einen  constanten 
Factor  differiren  könnte.  Dieser  con staute  Factor  muss  aber  hier 
die  Einheit  sein,  da  in  beiden  Nennern  der  Coefficient  des  Anfangs- 
gliedes Oq^  gleich  eins  ist. 

Aus  der  eben  bewiesenen  Identität 
(a^-f-^i^'H"  •  •  •  +04(0*).      n     (ao  +  ajü)A+  .  .  .  +a4a)A*)  —  A 

A=l, 2,3,4 

folgt  nun  ohne  weiteres  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung,  denn 
die  hier  zweifelsohne  gestattete  Coefiicienteovergleichung  liefert  für 
jede  symmetr.  Function  der  o,  welche  als  Cocfficient  links  auftritt, 
den  Wert  derselben  ausgedrückt  durch  die  pik  in  dem  analogen  Coef- 
ficienten  rechts. 

Wir  lassen  hierzu  einige  Beispiele  folgen,  in  welchen  die  Rech- 
nung nicht  weitiäufig  wird.  Vorher  führen  wir  noch  für  die  Deter- 
minante ^  die  Bezeichnung  ein  ^) 

A  =  («4,    «3  —  a4^,    «2  —  ^^  —  047^1,   «i  —  OjTT  —  ü^n^  —  «4^2? 

und  bemerken,  dass  es  unter  Beibehaltung  dieses  Modus  der  Be- 


1)  Die   a    nnd    n    itehen    für    dio    Colonnen  Ton  A,  beziehungsweise  für 
deren  Bestandteile. 


Areh.  d.  Math.  n.  Physik  2.  Reihe,  T.  X. 
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Zeichnung  leicht  wäre  die  sämtlichen  Partialdeterminanten   y(p 
anzugeben. 


Es  sei  nun  als  erstes  Beispiel  etwa  i«i^coi  zu  berechnen,  J^a.^^ 
erkennt  zunächst  unschwer,  dass  diese  symmetr.  Function  in  ^^^ 
Entwicklung  von 

Coefficient  von  a^^a^oi  ist;  folglich  sind  von  uns  alle  Glieder  ^^ron 
A,  oder  besser  der  Partialdeterminanten  von  A  zu  entwickeln,  <^^ 
00^0,04  enthalten.  Die  Summe  der  Coefficieuten  dieser  Glieder  ^^^^^ 
dann  den  Wert  von  2m^(0i, 

lu  Betracht  kommen  demgemäss  hier  nur  die  folgenden  nm^^li^ 
verschwindenden  Partialdetermiuauteu,  denn  nur  diese  entbaltetA  J^ 
wenigstens  ein  Glied  mit  a^^a^m  '): 

(«4,  «3,  a^  «„  -04^3),     («4,  «3,  cTj.  —aiitf^    —  «1^) 
(«4,  «8-   —04»!,  «1,  —Ol«).     («4,   «3,  rr„    -a47rg,  cto)         , 
(54,  «3,  —«4^1,  «1,  Oq),     (04,  «31  «j»  «n  — «i^r) 
(«4»  —04^,  ff,,  «1,  ffe) 
Die  Coefficienten  dieser  Glieder  sind  nun  der  Reihe  nach ; 

P281    PiPti'^PiPitt    PiPsi  -PaPii^    Pw»    P*u    Pbi    Pi  ^^^ 

Mithin  hat  man: 

2:a)*Wj  —  P23+  (PiP«  - PiPii)  +  ( /'il'ai  ^PiPu)  +Pai  +P4i  +  '^P^  (^^ 
Nun  ist  aber  nach  III.,  (5): 


PiPn-^PiPu  = 

-  Pi*Ps+    PiPt^+PiP*"   PfPz 

PiPii-^PsPn^ 

+  PiP4—    PiPt 

Pzi  = 

-\-Pl^P3                        —  PlP4—    PiPi+Ps 

P^i  = 

-PlP*                      +J»6 

2P5  = 

+  2p5 

Daher 

2^co^(Oj  =  — 

Pi 

'Ps+PlVs  +  SpiP,*    -l>lP4— 5p3P3  +  5/)5 

(5) 


1)  Diejenigen  Colonnen,  denen  das  Element    a^    cntuomiuen  werden  soll, 
•ind  unterstricheo. 
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Ebenso  berechnen  wir  noch    ^o^o^oj)    SoD^onica^a)^,  <2^a)^a)|a>2. 
»s^^  die  Coefficienten  von  beziehuugsweise  00*01*04,  ooo^^oi,  oi*04. 

Es  kommt  vor  ^) 

00*01*04  in:    (04,    Oj,    «2»    «H    -<i^nz)y      («4,    O3,    Og,    —047^2,    — OjTl), 

(f!*>  531  -a^^n  «1»  — oj^)»     (^4,  «3,  —«4^1,3,  ~Oi?u), 

(f![4i    «8»   «2»    —04^2,  «0)1      («4^   «3»   — «4^H    «!„%) 

^«1*04  in:  (04,  «3,  ef2>  «1»  —04^3),     (04,  «3,  «21  —  «47r2,    -tx^n), 

(«4,  »31  — ö47f„  Ol,  —Oj^r),     («4,  «3,  — a47ri,_a,,  —a^n)^ 
(04,  «3,   Og,   — 047C2,  Co) 

®i  «4  in:  (04,  03,  «2»  «n    -04T3),     (04,  «3,  «2     -«4^21  —«1^), 

(«4,    «3,     -04?ri,    Oj,    — OjTt) 

^*^d  zwar  ist  der  Gesammtcoefficient  von 


Ol'o4   .  .  .    2*0)^0)1 02 

—  P$i-'(PiPsi—p^it)'-(PiPtii—P3Pii)  -(PiP*i-p^Pn)  '  P^2'-'P&i 
'^^^       Pi^Pz—Pi^P^-^PiP2Pd+PiPb+^PiP^+^P3^ ; 

'^  l>48+(jPlJ'42-;>4;?12)+(/>2P4i--/>4;72l)+(|>ji'5i— P5Pll)+P52 

^^  -  Pi^P^+Pi^Pb+^iPiP^  -  ^PiPb—^PaP* 

Q]^04   .  .  .    ^Q}^aii002O)3Q)4 

==  —  J»M"-(PlP6a-"P5Pl8)  "  {P2P5l^Pt»P2l) 
"^  Pl^5— 3pil>2Pöi-3p3/'5 

An  der  letzten  dieser  drei  Gleichungen  fällt  auf,  dass  rechts  p^  als 
Factor  heranstritt.    Dies  muss  notwendig  so  sein,  denn  es  ist 

Man  hätte  demnach  den  Ausdruck  für  jene  Summe  auch  erhalten, 
wenn  man  in  der  Determinante  A  den  Coefficienten  von  oo*03(=«  2^00') 
bestimmt  und  mit  —p^  multiplicirt  hätte.  Wir  können  dies 
übrigens  noch  nachträglich  tun,  umsoeher,  da  besagter  Goefficient 
in  den  pa  auf  der  Stelle  hingeschrieben  werden  kann.  Man  hat 
nämlich : 


1)  Diejenigen  Colonncn,  denen  das  Element  a,    entnommen    werden  soll, 
lind  nnterstricben. 
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also 

wie  oben.    Nebenbei  ergibt  sich: 

— J»6s  —  (PiPti  —  PsPit)  ~  (PiPbi  —  PsPtt)  —  PsPi%'\r  PsPti  4*  J^aTi 
oder 

eine  Identität  der  p«,  wie  deren  auf  ähnliche  Art  sehr  viele 
leitet  werden  könnten. 

Die  Beispiele ,  die  wir  hier  behandelt  haben ,  erforderten ,  ^^ 
ersichtlich,  wirklich  nur  sehr  wenig  Rechnung.  Dasselbe  wird  nocli 
von  manch  anderen  Beispielen  gelten,  aber  es  ist  doch  leicht  al^zo- 
sehen,  dass  es  auch  Fälle  geben  muss,  von  denen  das  Gleiche  nicbt 
mehr  behauptet  werden  kann.  Wenn  nämlich  die  Aufgabe  vorli^g^ 
in  der  Entwickiung  von  A  den  Coefficienten  eines  Gliedes  zu  be- 
stimmen, welches  höhere  Potenzen  von  a^  und  a^  oder  selbst  ^^^ 
0,04  als  Factor  enthält,  so  ist  hiezu  die  Auswertung  von  Deter^- 
nanten  zweiten  und  höheren  Grades  mit  den  pa  als  ElemeDten 
notwendig  —  und  das  ist  offenbar  eine  ziemlich   langwierige  Sax^'ic 

Nun  noch  die  Bemerkung,  dass  die  Werte  einiger  jener  Co^iS- 
cienten  sofort  angegeben  werden  können,  nämlich  die  von  os^  ^^ 
04^    Sie  sind  der  Reihe  nach: 

Man  findet  dann  zur  Vergleichung  mit  den  für  dieselben  resultiren- 
den  Werten  aus  d  die  Formeln: 


(7) 


P5'- 

p$^ 

Pil 

^      Pi 

•-      P5, 

PiV 

Pst 

Pi» 

p*l 

P^ 

/H,, 

PH 

■  P3, 

Pü^ 

Pss 

Ps^^    Ps> 

PH' 

Pm» 

P63    i 

/>*' 

P4l' 

P*t^ 

PH  \ 

l>s> 

ftl» 

Pa> 

P»  j 

Pt^ 

Ptlf 

P» 

P» 
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V. 

In  diesem  letzten  Abschnitte  geben  wir  endlich  die,  wie  schon 
n  bemerkt  wurde,  auch  hier  bestehenden  Relationen  zwischen  den 
>determinanten  von  A.  Der  Weg  zu  deren  Herleitnng  ist  mit  dem 
cits  früher  zum  gleichen  Zwecke  eingeschlagenen  übereinstimmend. 

Wir  setzen 

;«+«,»+ »,»M-°»»»+<«4«*  ~  «.+",«»+«,«»»+«3»'+«««^ 

ieu  das  Prodnct 

sen  Wert  gegeben  ist  durch 

arp-j-Xj 00-4-  •  •  •  +«4<»* 
d  erhalten  wegen 

(1) 

(/'6«l+P61««+P6««S+P63«4)^4]+[«l*0+(«0— P4«4)*l 
(P4«8+P4l«4)Äs— CP402-f-p4ia8-hp4204)*8 

(^0"'/'3«3  — 1'31«4)*«~(P8«8+P3I  «8+J»8««4)*8 
(i'3«l+Psi«2+J»3««8+P88«4)^4]o>*+[«3*0+(««— P««4)*l 
(«1— P8*»S""P«1<*4)*jH"(«0-"P8««~J»21«8"^«««4)*8 
(P««l+Pjri«a+PM«8+Pf3«4)*4]«*+[«4*0+(«8~Pl«4)*l 

(««-'l'i^a— Pfi  «4)*«+(«i— Pi««— Pii"8  -  Pn«4)*8 

(«0  ^Pl^l—Pll  «8  'Plt^i  — Pl8«4)*4]'»* 

wofern  unter  ^i,k  die  Subdeterminante   des  der   tten  Zeile   und 
in  Golonne  angehörigen  Elementes  von  A  verstanden  wird, 

(2) 
und  die  Relationen  bestehen: 

A.a?i  «  Ai,8*0  +  A«»f*l+^i2*8+^4if*8  +  ^6i8*4 
A  .  «,  —  Ai,8&rt  +  ^,3*1  +  ^»8*8  +  ^418*8  +  ^6i8*4 
^  *8  —  \»4*0  +  '^»4^  +^3^4*1 +\i4*8+^6»4*4 
^.«4  —  \,6*0  +  ^iö*i  +  ^i6*f  +  ^4>6*8+^5«*4 


{i) 
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durch  Vcrgleichung  der  Coefficientcn  das  folgende  System: 

\n  =  -  Pb\^i—PbA^S-  PbA  .4  -Pb3\^b 
^2.2  =  '^l^l-  2'^^H6»      ^3?«  =   -  P*\^A—P4i\,b 

^5»2  =  — 7M^1»2— P^l'^lJS  -/'42'^l»4-p4A»5 

*^2%3  =  "^HS— i's^lö,      ^,3  =  '^lil~-Ps^i4'~?'3A?5 

-^4,3  =  —Ps\  .3— i'si^lJ*— /'32'^H5 
^6,3  =  — 7'3'^n2— /'31^HS-2'32'^H4— P33^1iö 

^2i4  =  -^i^S—i's^llß»      ^^»4  ==  *^H2—i'2^n4-p21^1»5 

^^4,4  =  ^1.1— P2'^J»S-/'21^1»4— P22^1^ 

^3,4  =»  —P«^li2— 1^21^1  ^3—P22'^n4—7'23^1?ö 

^2i5  =  \^4—Pl\i5,      ^3^  —  ^^1,3— l'i'^n4  -Pii  ^t^ 

-^4,0  =  ■^i,2~^l'^li3~l'lA»4— l^iA^o 

^5,5  —  \,i— i'l'^1^2  -l'lA»3~Pl2^-4— Pis^i^ 

Jede  dieser  zwanzig  Gleichungen  gibt,  wenn  sowol  links,  wie 
auch  rechts  entwickelt  wird,  auf  beiden  Seiten  eine  ganze  homogene 
Function  vierten  Grades  in  den  a,  deren  einzelne  Termo  ganze 
Functionen  der  pm  zu  Coefficienten  haben,  und  zwar  muss  offenbar 
der  Coefficient  irgend  eines  Termes  links  dem  Werte  nach  gleich 
sein  dem  des  nämlichen  Termes  rechts.  Wir  finden  auf  diese  Weise 
für  die  Grössen  ptk  eine  beträchtliche  Menge  von  Identitäten;  die 
Rechnung,  welche  zu  deren  Aufstellung  notwendig  ist,  ist  nicht  ver- 
schieden von  der  im  vorigen  Abschnitt  zur  Bestimmung  der  symmetr. 
Functionen  durchgeführten,  wie  dies  aus  den  nachstehenden  Bei- 
spielen ersichtlich  sein  wird. 

Wir  stellen  unsere  Betrachtungen  an  der  letzten  dieser  zwanzig 
Gleichungen  an: 

A5^  =  \,t  -Pi\^2  "Pii^v3  —  Pii\^*  —  Pl,i\^ 

deren  rechte  Seite  wir  als  Determinante  fünften  Grades  schreiben 
können,  die  aus  A  hervorgeht,  wenn  darin  die  Elemente  der  ersten 
Zeile  der  Reihe  nach  ersetzt  werden  durch: 
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1>     —Pu    —Pill     ~7'i«»     "Pn 
so   dass  wir  also  haben: 


^5,5 


j«Oi 


— />6Ö4, 


«n     ai-/>4a4, 


— P4a3~-p4ia4, 


—P5<H  -pöifls— r5f  04 

— P4aj  -P4ia8— />4ta4 
i  (d.  £1.  d.  5.  Gol.  stehen  nnter  denen  d.  4ten) 


*s 


1,       —Pu 


Pu 


^iy      (h'~'P^^*i  — i»4«3— P4iö4, 


O«»      «1— Ps^»      °0  -  P8«3~P31«4, 


— Pl« 

~"Pl8 
— P4a« — P4i  flg^P4ja4 
■P4«i  — P4iai  -P4ia3— pi,a4 

"-PsO«""P81<»8"~Ps««4 
-P3«i  — Psi««  ~  P3««S  -"P38«* 


Ö4,      O3— P1O4»      ««— Pl«8  — Pll«4,      Oj-PjO«— Piia8""P««4 

«0  -PiOi—PiiOj— Pi«a8— Pl8«4 

\7ir  bestimmen  nun  der  Reihe  nach  in  der  Entwicklang  dieser  bei- 
den Determinanten  die  Coefficienten  von  oo^o^^  aQ^a^a^^  oe^ag  und 
QQ^a^Qi  und  setzen  hernach  die  für  jeden  dieser  vier  Terme  gefun- 
denen Coefficientenpaare  einander  gleich. 


Es  wird  sich  ergeben: 


(5) 


Coefif.  V.:    in  ^5,5 
0 


P«~"Pi*-"Pii 


Ps 

P81+P4 


00*0104  P8«-|-P4i-h'5 


in  A' 


P2j~"PiPii+Ps~"Pj2+Ps— PjPji~  Pi2-"PiP« 

— P13+P«»  ""PlPl  »+(PlP21— P«P  J 1  )+P31""Pj  3 

-PiPi8+P4""PiPm— PiPs+p4 
P23+P2Pis+fPjPM"~P«Pi«)+PaPji+(PiPsi— PaPii) 
-hP3a+PiP4+P2Pi«^PiP«2+PaPji-PiP3i-hP4i 


Die  in  dieser  Aufschreibung  herrschende  Unübersichtlichkeit  findet 
darin  ihre  Entschnldignug,  dass  die  Grössen  p  so  aufeinander  folgen, 
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wie  Bio  die  systematisch  durchgeführte  Rechnung  liefert.    Es  wurde 
z.  B.  bei  Bestimmung  des  Coefficienten  von  oo^OiOs  in  A'  . .  .  —  />« 
gefunden  als  Factor  desjenigen  Termes  00^0^03,  dessen  oq*  herstananßt 
aus  dem  Product  zweier  Elemente  von  A',  deren  eines  in  der  zweiten 
und  das  andere  in  der  dritten  Golonne  steht,  nämlich  aus  dem  Pro- 
duct von    (ao""P4«4)(^  —Ps^z^Psi^^)    ^^^  dessen  a,  und  oj     l>«- 
ziehungsweiso  sich. aus  den  Gliedern    («i— PiOj—PnOa  — Pi«P4)    ^*^^ 
oj  der  dritten  und  ersten  Colonne  von  A'  ergab,  während  +Pir      ^^ 
Cocfficicnt  von  a^^a^a^  in  dem  Determinantengliede 

1  •  («0— 1'4«4)  («0— P3«3  -P31Ö4)  («1  — Pl  ««  —Pll  «8  — Pl«Ö4)  (— Pl«l 

vorkommt  Die  folgenden  Grössen  p  und  deren  multiplicative  V'"^^' 
bindungeu  sind  dann  der  Reihe  nach  Coefficienten  von  Glied  ^^^ 
o^^aio,,   deren  a^*  aus  den  Determinantonelementen    (c^^Piia^) 

(OO— r,«,— /)21«3— /'M«4)»     (00—^404)°°^     (Oo-Pl«!  -Pllfll— J»-^ 

"~/'i3^4)  ®tc.  herrührt. 


Reducirt  man  nun  die  Ausdrücke  der  obigen  Tabelle  für  ^i-^* 
Coefticienten  in  A'  und  setzt  dann  die  Werte  der  entsprechend ^^^ 
Coefticienteupaare  einander  gleich,  so  erhält  man  endlich: 

i'«  —  Pi'+JPm    Pi  =  PiPi  +  'PiPii+^PM—Pii*  i^^ 

P4,  —  PiPi  +  PiPu+-PiPll+.-Pii-'Pü^P^  —  PlP4  +  P^n+P$Plt+f^S^ 

Es  ist  klar,  dass  sich  weit  weniger  einfache  Identitäten  ergebeis 
haben  würden,  wenn  wir  die  Coefficienten  von  Gliedern  vergliches 
hätten,  in  welchen  a..  und  tt^  zusammen  im  dritten  oder  vierten  Grwäc 
vorkommen,  also  beispielsweise  von  a^'^a^'*  ölfl3^  ^3^4*  etc.  Aber 
auch  in  diesen  Fällen  kann  man,  allerdings  nur  in  unentwickelter 
Form,  d.  h.  mit  nicht  ausgerechneten  Determinanten,  jene  Identitäten 
ebenso  leicht  darstellen. 

Zum  Schlüsse  verdient  noch  erwähnt  zu  werden,  dass  es  lacb 
vorkommt,  dass  der  Coefnoieut  irgend  eines  Termes  in  der  Ent- 
wicklung der  linken  Seite  einer  der  zwanzig  Gleichungen  (4)  nicht 
nur  dem  Worte  nach,  sondern  auch  der  Form  nach  übereinstimmt 
mit  dem  Coettioiouten  dos  analogoa  Terms  der  Entwicklung  rechts. 
So  ist  z.  B.  der  Coofficiont  von  t\x\i^  in  A^^:  —p^—p^  nod  in  A': 
-  Pii—Pii—Fs+Pii^  also  auch  gleich  —/»»—/>,. 

Was  endlich  die  Dotonuiuanto  der  Subdeterminanten  vonA  be- 
trifft, so  dit  bozücHch  derselben  offenbar  wiederum,  dass  sie  gleich- 
artig ist  mit  joner  Determinante,  in  welche  A  übergeht,  wenn  darin 
jedes  ti,  durch  M%^\  ersetzt  wird. 

Wien,  im  October  1S90. 
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Beschreibt  man  nämlich  am  das  Dreieck  BMC  (Fignr  I>  den 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  N  heisse,  und  dessen  Centn  winke!  -^^NC 
daher  gleich  2a  ist,  so  wird  auch  dieser  Kreis  nach  Anmerkas=Bg  1. 
im  Teil  I.  durch  dieselbe  Hyperbel  ausser  in  C  in  den  drei  Pai^  kteo 
r,,  Tg  und  2^3  derartig  geschnitten,  dass  Winkel 

Winkel 

2a 
l?xV7i  — 1200— ^ 

und  Winkel 

2a 
BNT^  =  120®+  -« 

iß 

ist.    Der  Peripheriewinkel  BMT^^  welcher  mit  dem  zuerst  genanötc^ 
Winkel  BXT^  auf  gleichem  Bogen  steht,  ist  daher  gleich  |;daa.l>cr 


nach  Beweis  1.  (Teil  I.)  der  Winkel  BMP^  auch  gleich  ^  ist,  sa 

giebt  sich,   dass  der  Punkt   Pt  »uf  der  Geraden  MT^  liegen  mii^*- 
Andererseits   ist  der  Peripheriewinkel    CBP^   (auf  dem  Bogen  C7^i 

dos  Kreises  um  M)  gleich  ..  'lod   der  Peripheriewinkel    CBTi   {a^ö' 
dem  Bogen  CTi  des  Kreises  um  X)  gleich   .5 ,  daher  ist  auch  Wiak^^ 

T^HP^    gleich  ...    Legt  man  nunmehr  an  den  Kreis  um  Nim  Punkte 

B  die  Tangente  BJ.  so  wird  der  hierdurch  entstandene  VTinkcl  CBf, 
welcher  als  Sehnen-  und  Tangentenwinkel  gleich  o  ist,  durch  diff 
Goraden  Ar,  und  BP^  trisoi'irt.  In  entsprechender  Weise  Iftsst  sich 
zeigen,  dass  der  Punkt  P^  auf  der  Geraden  ^fT^  der  Punkt  P,  anf 
der  Goraden  MT^  liegen  muss.  und  dass  BT^  und  BP^  die  Trisec- 
tionslinion  des  concavon  Winkels  CBK{l&[f  —  a),  BT^  und  BP^  dio 
Triseotionslinion  dos  convoxon  Winkels  CÄ#l(180*+«)  sind. 

Hat  man  daher  die  üvporbeL  deren  lineare  fixcentricitil  gleich 
der  doppelten  Hauptachse  ist«  für  eine  beliebige  Strecke  BC  in  der 
früher  angegebenen  Weise  einmal  constmirt,  so  braucht  man  nur 
den  zu  triseoir^ndon  Winkel  a  an  C/>  im  Punkte  B  anzutragen,  auf  dem 
Schenkel  BJ  in  B  das  Lot  zu  errieliteA  und  um  den  Schnittpunkt 
A*  desselben  mit  dorn  Mittellote  der  StP^cke  BC  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  .\K  f  u  soiilagen,  um  sofon  die  Punkte  r,«  T^  und  T^  zu  er- 
balten.   (Fortsetzung  später.) 

W.  Panzerbieter. 
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2. 

Gelier  die  sphftrisehe  Darstellan^  der  asymptotischen  Linien  einer 

FlAelie. 

Dio  asymptotischen  Linien  haben  mit  den  Krümmangslinien  die 
£igen8chaft  gemein,  dass,  wenn  man  sie  als  Parameterlinien  annimmt, 
<iie  Fandaroentalgrösscn  1.  Ordnung!  den  entsprechenden  auf  der 
Kngelfläche  vom  Badius  1  bei  unveränderter  Normalenrichtung  nach 
absolutem  Werte  proportional  sind.  Ist  das  Quadrat  des  Linien- 
elements  auf  der  Urfiäche 

und  bezeichnet  der  Index  1  die  Beziehung  auf  die  Kugelfläche,    ist 
cklso 

3o  hat  man  für  asymptotische  Parameter: 

F  F  _F 

Bier  ist 

und  es  seien  p,  g,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale,  mithin  auch 
die  dem  Punkte  (xyz)  der  Urfläche  entsprechenden  Coordinaten  auf 
der  Eugelfiäche,  ferner 

d'^x  d^x  3*x 

wo  fttr  asymptotische  Parameter 

A'  =  0;     G  ^0  (1) 

ist. 

Indem  wir  einer  Untersuchung  von  C.  Guichard  in  Ann.  de 
rficole  Normale  VI.  333  folgen,  wollen  wir  die  Bedingung  herleiten, 
unter  der  einem  Liniensysteme  auf  der  genannten  Kugel  ein  asymp- 
totisches Liniensystem  auf  der  Urfläche  entspricht.  Zufolge  Gl.  (1) 
hat  man: 

^-4-  _0  ^^"4. Fi  (2) 
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Definirt  man  das  Vorzeichen  von  f|  durch  die  Oleichangen 


1 

dp  dq   1 

du  dv 

Ph  = 

dr   dr 

du  dv 

etc. 


so  wird  die  gemeinsame  Goefficientendoterminante  beider  Oleichi 
Systeme  —  ^i,  und  ihre  Auflösang  ergibt: 


ug«- 


dx 
du 


F 

ü 

dr 

«ar 

dr 

"a^ 


(3) 


lu  diesen  Ansdrttckon  ist  F  die  einzige  Grösse,  welche  d  '■mn 
das  sphärische  Liniensystem  nicht  bestimmt  wird.  Es  entsteht  »an 
die  Frage,  ob  unbedingt  oder  anter  welcher  Bedingung  durch  Be- 
stimmung von  F  die  Forderung  erftlllt  werden  kann,  dass  die  Gr"^<^ 


du        '    dv 
und  ihre  Analogen  Differentiale  werden. 


(4) 


Sei 


F 


a. 


djp_ 

du  dv 


4+4+'* 


(S) 


letzte   Gleichung  noch  gültig  nach  Substitution   von  q  und  r  ifl  '^  p- 
Eliminirt  man  x  durch  Differentiation  zwischen  den  Gl.  (3),  so  kom^^t: 


dq 

! 

Sk 

a» « 

^  \dr 

+ 

du 

a» 

dr 


a» 


dr 

dv 


1 

1 

1 

dq  dq 
du  dv 

1  + 

1 
dr  dr 

( 

du  dv 

dk 

du 


dq 

«a» 

dr 
dv 


+ 


■"■1+"% 

1 

dq  dq 
du  dv 

'"t^+^t 

+ 

dr   ar 

du  dv 

(6) 


oder: 


e+-) 


a, 

-  r 
du 


ß+-) 


«a» 
ar 


(?) 


448  Miseelten. 

harmonische  Strahlen,  denn  sie  projiciren  die  Endpunkte  P  und  j 
den  Mittelpunkt  C  und  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Strecli 
Variirt  AD  und  hiemit  auch  OE;  so  ist  nach  dem  Hilfssatze  d 
Strahlenbttschel  0{E  .  .  .)  projectivisch  0(P  ,  .  .))  und  demna 
auch  das  zu  ersterem  congruente  Büschel  A(D  .  .  .).  Das  Erzec 
niss  von  A(D  .  .  .)  und  0(P  .  .  .)  d.  i.  der  Ort  des  Punktes  P 
demnach  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Hyperbel  mit  den  Äsjtt 
totenrichtungen  T  und  Z,  wie  man  leicht  erkennt.  Da  die  Hyperl 
ausserdem  durch  die  Punkte  ii,  P  und  O  geht,  so  ist  sie  hinreiche 
bestimmt,  und  es  kann  ihre  Tangente  t  in  P,  die  zugleich  Stropl 
identangente  ist,  mittelst  des  Pascal'schen  Satzes,  wie  es  auch 
der  Figur  der  Fall  ist,  und  worauf  sich  die  Numerirung  1  bis  6  l 
zieht,  gezeichnet  werden. 

Bei  der  Cissoide  ist  der  zu   benutzende  Kegelschnitt  auch  ei 
Hyperbel,  beim  folium  cartesii  eine  Parabel. 

Wien,  November  1890. 

Wilhelm  Rulf. 
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Sinne  in  Gebrauch  ist.  Er  räumt  im  Vorwort  ein ,  dass  sich  in  den 
Kegeln  einiges  findet,  was  vom  streng  wissenschaftlichem  Standpunkte 
aus  anfechtbar  ist.  Auf  solche  Regeln  wollen  wir  nicht  eingeben, 
sondern  nur  eine  Erklärung  anführen,  die  selbst  vom  niedrigsten 
Standpunkte  des  Anfängers  aus  als  fehlerhaft  erscheinen  mnss.  Auf 
Seite  13  steht:  „Eine  algebraische  Zahlengrösse  nennt  man  auch  ein 
Monom.^^  Hiernach  würde  offenbar  auch  a-{-b  ein  Monom  sein.  Da 
weiterhin  folgt:  „Monome  zusammengefasst  nennt  man  auch  ein 
Binoni^^  —  so  kann  man  kaum  umhin  zu  glauben,  der  Verfasser 
hielte  wirklich  a-j-^  für  2  Grössen.  Aehnliche  Unklarheiten,  wie  in 
dieser  Stelle,  die  leicht  genug  zu  berichtigen  ist,  sind  dem  Ref.  im 
Buche  nicht  aufgefallen.  Hoppe. 


Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Einführung  formaler 
Zahlbogriffe,  dargelegt  von  Dr.  Otto  Reichel,  Hfllfsbuch  für  den 
Unterricht  Teil  H.  Die  irrationalen  Zahlen.  Berlin  1890.  Hände 
und  Spener.    43  S. 

Teil  I.  ist  im  18.  litt  Bericht  S.  13  (und  im  25.  1.  B.  S.  6) 
besprochen.  Der  vorliegende  2.  Teil  behandelt  noch  nicht,  wie  an- 
gekündigt war,  die  imaginären  Zahlen.  In  der  Tat  ist  die  Erwei- 
terung dos  Zahlbogriffs  durch  Einführung  der  Irrationalen  schon  an 
sich  ein  so  grosser  Schritt,  dass  es  sich  empfahl  zunächst  bei  diesem 
stoben  zu  bleiben.  Die  allgemeinen  Normen  sind  dieselben,  wie  sie 
im  1.  Teile  dargelegt  sind:  die  formellen  Zahlen  sind  nicht  als 
existireud  nachzuweisende,  sondern  Zeichen,  mit  denen  man  so  rechnen 
kann  wio  mit  natürlichen  Zahlen,  und  die  sich  durch  Erfüllung  der 
sie  bostimmeuden  Bedingungen  rechtfertigen;  die  wissenschafUicheB 
Forderungen  müssen  mit  denen  der  Schule  vereint  zur  ErfäUung 
gebracht  werden.  Letzteres  ist  bei  den  Irrationalen  augenscheinlich 
schwieriger  als  bei  den  Negativen  and  Brüchen.  Der  Verfasser  er- 
klärt es  für  möglich,  wenn  nuui  von  zwei  Begriffen,  denen  der 
Function  und  der  Grenze,  Gebrauch  macht,  und  beruft  sich  zum 
Nachweis  der  Berechtigung  anf  mehrere  Lehrbücher,  die  an  das 
Vorständniss  der  Schüler  diese  und  noch  höhere  Ansprüche  gemacht 
haben.  Zur  Ergänzung  dieser  Angaben,  denen  noch  die  BehmnpCnng 
beigefügt  ist^  dass  nur  Functionen  eines  Arguments  vorktmen,  müssen 
wir  noch  einige  charakterisirende  Punkte  der  gegenwirtigen  Be- 
arbeitung nennen.  Die  gebrochene  Zahl  wird  nir  in  Form  eines 
Deciuuilbruchs  zur  Theorie  der  Irrationalen  Tervmndt  üaemflkh 
kleine  Zahlen  kommen  Öfters  vor;  dodi  wird  der  NanM 
klein'*  nie  ausgesprochen^  soadem  stets  dnrck  fie  BediagofCft 
netzt,  welche  die  Eigenschaft  bcfrtndes.    In  Betreff  der 
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genötigt;   dadurch  >vird  die  firklärang  der  Irrationalzahl  annötig  in 
die  Länge  gezogen  und   der  Eindruck  hervorgerufen,   als  wenn  es 
Bich  um  eine  ziemlich  verwickelte  Sache  handle,    während  doch  ein 
grosser  Teil  der  laugen  Auseinandersetzung  sich  im  Grunde  nur  mit 
heispielsweiso  zugezogenen  Elementen  befasst.    Da,  infolge  des  leicht 
zu    beweisenden   Satzes:    Zwischen  je   2  Zahlen   gibt  es  raüoiude 
Brüche  —  keine  Menge  von  Brüchen,  sondern  ausser  2  Zahlen,  die 
rationale  oder  formelle  sein  können,  nur  ein  Bruch  nötig  ist,  am 
die  Beziehung  des  Grenzwerts  zur  Yariabeln  darzustellen,  so  hat  da 
Dooimalbruch  nicht  den  geringsten  Vorzug  vor  dem  gemeinen  Brache, 
ist  dagegen  bedeutend  complicirter  für  die  Auffassung,   weil  in  ihm 
viele  Ziffern  variiren,  im  gemeinen  Bruche  nur  2  ganie  Zahlen  n 
denken  sind. 

Pass  der  Verfasser  in  einer  Darl^nng,  wo  es  sich  im  Grunde 
bostj^ndig  um  unendlich  kleine  Grössen  handelt,  das  knrze  Wort 
daflUr  den  Schülern  vorenthält  und  sich  mit  Umschreibnng  begnigt, 
kann  sicher  der  Deutlichkeit  nicht  fordn-lich  sein  und  das  Yentiad- 
m$s  erleichtern.  Sollte  er  das  Wort  gemieden  haben,  weü  es  wä&- 
brättchlich  bekannt  wäre^  so  ist  zn  entgegnen:  wir  können  den  Mis- 
brauch  ignoriren  oder  berichtigen,  aber  anf  keinen  Fall  darf  er 
unsere  Kntsohliessttugen  bestimmen.  Es  gibt  keinen  Ter^düedenen 
natheuiAtischen  Sinn  des  Unendlichen,  sondern  nnr  einen  etn^dien 
ttud  elemettt;juren ;  neben  diesem  ist  vielerlei  Unsinn  zn  Zeiten  uf- 
getretctt,  der  aber  nicht  elementar  noch  ein^&ch  ist,  nns  also  nicii: 
zu  bekununem  brancht 

Nachdem  die^  teils  wirkliciu  teils  venneintlick  notwendi^n  Be- 
ghdfe  und  Lehirsat^e  festgestellt  nnd  auf  die  im  I.  Teile  beh;mtit*ityn 
iirundoperaüotten  im  erweiterten  ^inne  aagewaadt  sind,  wini  üe 
Thevhe  der  Y^^it^^xiz  aad  ihrer  2  Invecsen  encwtckeit.  Sehen  wir  iaä 
iijjjLie  al:>  ersten  Versicn  jjl  im  Ptinkce  des  Eechoens  mit  Irraäunai- 
zahlk'a  dise  Fiiichc  des  mathemätisdien  Unc^rrnciici  zn  ertollea  und 
die  $trvit{|^  BuLädi^pieit  ier  Dariegns^r  znm  Bewisstsein  in  bringen«  ^ 
ist  aivä:  bot  a;is  rühmliche  Vergehen  iegenilher  cradiUuneilem  Vrir- 
tihrva  ax:*«ierk^auv'a»  wundern  oacii  isl  eriEÜInm.  'iass  iie  zn  benici^* 
sichernden  Fragen  rlchr^  ersisst  wurden  and»  wenn  i^eicii  iie 
Wv^  iu  deren  LOsnng  ifjn  ien  tirreicimar  ^iomciisteu  ind  j^ieiit- 
mssacoscen  auch  weit  ^nciiemc  bieibeu.  Lieser  zeirv<::illj^  Miuigei 
musste  aerx-ur^aoden  werien.  um  in  Tifrhiicen.  oais».  wenn  sach 
rgeü'^;ir!:ii^<.r  -ars^uuiiij  aer  Lcor^scenscind  so.  ichwieri^f  för  üe 
Scooie  ^^^iieinen  ^iite.  der  Flaa  diner  prlndlidten  Behaniflmig:  ier 
IrradoiuuiUiai   :ür    iie   S<caaie  uhenuiopr   4is  iasfii:iit2r>os  der  Vrf^ 
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ibre  Anordnang  zum  Teil  verändert  Der  gerügte  Fehler  aber  ist 
nicht  berichtigt.  Der  Fall  der  Irrationalität  bleibt  ganz  verschwie- 
gen. Der  Verfasser  zieht  es  vor,  anf  Kosten  der  Schüler  sich  die 
Arbeit  leicht  zn  machen.  H. 


Lehrbach  der  Ebenen  Geometrie.  Von  Karl  Koch,  Professor 
am  Lyceam  in  Cannstatt.  Zweiter  Teil.  Mit  47  Figuren.  Ravens« 
bürg  1890.    Dorn.    120  S. 

Der  erste  Teil  ist  im  32.  litt.  Bericht  S.  45  besprechen.  Za 
der  daselbst  gegebenen  Charakterisirnng  sei ,  besonders  auf  diesen 
Teil  bezüglich,  hinzugefügt,  dass  das  Lehrbuch,  weit  über  die  Grenzen 
des  Notwendigen  hinaus,  das  Lehrreiche  zugezogen  hat  und  mit 
grosser  Ausführlichkeit  behandelt  Auch  ist  ausser  den  zwei  AI»- 
schnitten  über  Proportionen  und  Aehnlichkeit ,  welche  den  ersten 
Toil  zur  gesamten  elementaren  Planimetrie  zu  ergänzen  hatten,  ein 
besoudorer  Abschnitt  über  pcrspoctivischo  Abbildung  aufgeDominefl 
worden.  H. 


12  LUierarUeher  Bericht  XXXVUL 

Reactionsprincip;  Newton's  Gesetz;  Ergale;  betreffend  beliebig  viele 
Punkte:  Schwerpunktseigenschaften ;  die  integrirendeu  Principien; 
Bildung  der  Differentialgleichungen;  Specialf^le  des  Gleichgewichts 
und  der  Bewegung.  Die  Mechanik  der  Körper  bleibt  für  den  2.  Band 
vorbehalten.  In  zwei  Punkten  ist  die  Gestaltung  der  Lehre  aus  be- 
sonderer Wahl  des  Verfassers  hervorgegangen.  Erstens  sind  die 
Grundbegriffe  so  entwickelt  worden,  als  ob  sie  erst  gefunden  werden 
sollten.  Wie  viel  Belehrendes  die  sehr  sorgfältige  AnsfQhrung  dar- 
bietet, wollen  wir  nicht  beurteilen  noch  gering  schätzen.  Doch 
bleibt  immer  ein  Umstand  dabei  in  Betracht  zu  ziehen.  Erst  aal 
dem  Standpunkte,  den  die  Grundbegriffe  der  Mechanik  facUsch  er- 
reicht haben,  sind  sie  einfach.  Alles  Zuückgehen  auf  ihren  Ursprung 
führt  auf  Probleme,  die  viel  grössere  Ansprüche  an  das  Yerständ- 
niss  machen  als  die  zu  erklärenden  Begriffe  an  sich.  Leichter  kann 
also  durch  den  exact  wissenschaftlichen  Gebrauch  der  Urspung  und 
die  Basis  der  Begriffe  vorständlich  werden  als  umgekehrt.  Als  zweite 
Besonderheit  ist  zu  nennen,  dass  der  Verfasser  die  Hamiltou'scbe 
sogenannte  Strecken-Addition  aufgenommen  hat.  Dies  mag  wol  in 
Rücksicht  auf  die  zahlreichen  Anhänger  dieser  Speculation  in  und 
noch  mehr  ausser  Deutschland  geschehen  sein.  Dass,  wenn  es  mit 
Hülfe  neuer  Terminologie  und  Bezeichnung  gelingt  die  Summe  von 
Projectionen  von  Strecken  als  Summe  von  Strecken  erscheinen  zn 
lassen,  also  2^  a  r  in  der  Form  2^  r  zu  schreiben,  sachlich  nichts  ge- 
wonnen wird,  liegt  auf  der  Hand.  Aber  auch  das  Erlernen  und  das 
ausübende  Rechnen  hat  keinen  Nutzen  davon.  Die  auf  Aneignung 
des  Verfahrens  verwandte  Zeit  und  Mühe  ist  rein  weggeworfen. 
Dass  gleichwol  die  Hamilton'sche  Methode  eine  so  günstige  Auf- 
nahme in  weitem  Kreise  gefunden  hat,  ist  vielleicht  zu  erklären 
durch  den  Umstand,  dass  mau  sie  im  Gegensatz  zur  Anwendung 
orthogonaler  Coordinaten  als  neu  erfundene  Methode  direct  geome- 
trischen Calculs  betrachtete,  nicht  aber  mit  dem  Rechnen  mit  Pro- 
jectionen auf  allgemeiner  Axe  verglich,  welche  die  orthogonalen 
Coordinaten  als  Specialität  umfassen.  Denn  letzteres  gewährt  ohne 
neue  Einführung  bei  gewöhnlichem  analytischen  Verfahren,  ganz 
dieselben  angeblichen  Vorteile  hinsichtlich  der  Zusammensetzung  von 
Wegen,  Geschwindigkeiten,  Beschleunigungen  und  Kräften.  Erwägt 
man  nun,  dass  vermöge  der  neuen  Terminologie  dieselbe  Sache  sich 
als  etwas  verschiedenes  darstellt,  dass  es  also  besonderer  Erkennt- 
niss  bedarf  um  in  der  Verkleidung  die  Identität  gewahr  zu  werden, 
so  können  wir  nicht  umhin,  in  dem  genannten  Punkte  die  Wahl  des 
Verfassers  entschieden  zu  niisbilligen.  Gegenüber  dem  Verfahren 
andrer  Autoren,  welche  nicht  nur  Identisches  als  Verschiedenes  dar- 
gestellt, sondern  sogar  Verschiedenes  gleich  benannt  und  bezeichnet 
haben,    ist   freilich   der  Verfasser  bessernd  vorgegangen,  indem  er 
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enigstenB  die  Elemente  der  Hamilton'schen  Theorie  in  Benennung 
id  Bezeichnung  dentlich  unterschieden  hat,  doch  bleibt  immer  das 
itzlose  Nebeneinander  bestehen  zweier  Darstellungs-  und  Aus- 
^ucksweisen  zurück.  ~  Der  2.  Band  behandelt  zuerst  (Zwischen- 
ück  betitelt)  die  Schwerpunktsbestimmung,  die  Theorie  der  Poten- 
ale  und  der  Trägheitsmomente.  Dann  folgt  die  Mechanik  der  starren 
örpcr.  Bekanntermassen  cxistirt  kein  starrer  Körper,  und  es  würde 
e  Bewegung  eines  solchen  unter  dem  Einfluss  von  Kräften,  die 
ir  auf  Teile  von  ihm  wirken,  mit  der  Dynamik  der  Punkte  im 
Widerspruch  stehen.  Wie  gewöhnlich  geschieht  -  vielleicht  ist 
von  de  Villarceau  noch  der  Einzige,  der  das  strenge  Verfahren 
?zeigt  hat  —  geht  auch  der  Verfasser  mit  Stillschweigen  über  die 
iscrepanz  hinweg  und  begnügt  sich  mit  dem  Nachweis,  dass  die 
erlegbarkeit  des  Angriffspunktes  in  der  Richtung  der  Kraft  eine 
itwendige  Annahme  ist,  ohne  zu  fragen,  ob  sie  mit  den  Grund- 
isetzen  verträglich  sei.  Bei  den  höhereu  Ansprüchen,  die  man  doch 
üwiss  dem  gegenwärtigen  Werke  zuerkennen  mnss,  Hess  sich  eine 
ufklärung  über  diesen  Punkt  erwarten.  Die  Hauptabschnitte  sind: 
e  Bewegung  um  eine  feste  Axe,  auf  einer  festen  Ebene,  um  einen 
sten  Punkt  und  die  freie  Bewegung.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr. 
r.  W.  Frankenbach.  Erster  Teil.  Die  Planimetrie.  Mit  178 
iguren  und  zahlreichen  Uebungsbeispielen.  Liegnitz  1889.  H. 
rumbhaar.    155  S. 

Der  Verfasser  legt  Gewicht  darauf,  dass  er  von  der  Bewegung 
jr  Gebilde  viel  Gebrauch  macht.  Offenbar  ist  häufige  Anwendung 
)sser  als  ausnahmsweise  oder  sparsame,  damit,  wenn  wirklich  die 
ßwegung  als  fremdes  Element  in  der  Geometrie  zu  betrachten  ist, 
im  Schüler  wenigstens  die  Vertrautheit  mit  dem  Gegenstande  seiner 
eschäitigung  nicht  abgeht.  In  der  Tat  ist  aber  die  Bewegung 
hon  in  den  Postulaten  zugezogen ,  indem  wir  Lineal  und  Zirkel  als 
)wegt  bei  unveränderter  Beschaffenheit  annehmen  müssen.  Das  ge- 
innte  Merkmal  charakterisirt  indes  vorwaltend  nur  einen  Teil  des 
ehrbuchs,  zu  dem  nicht  nur  die  „Einführung  in  die  Geometrie^^ 
»ndern  auch  der  Anfang  der  „Planimetrie"  gehört.  Erstere  unter- 
heidet  sich  dadurch,  dass  sie  Kaumgebilde  überhaupt  in  Betrach- 
ing  zieht,  beide  aber  durch  den  pragmatischen  Vortrag,  während 
is  Voranstellen  der  Lehrsätze  mit  nachfolgendem  Beweise  erst 
)äter  (antritt.  Unrichtig,  unklar  und  geradezu  verkehrt  ist  die  Er- 
lärun;^  der  Parallelität  und  der  Winkel  durch  die  gleiche  und  ver- 
:hiedene  Richtung,  so  als  ob  die  liicLtungen  UDmitlelbar  durch  die 
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Sinne  gegeben  wären.  Möge  doch,  wer  so  lehrt,  sich  nach  einanto 
auf  beliebige  Punkte  der  Erde  hinstellen,  jedesmal  nach  einer  Rich- 
tung hinblicken  and  angeben,  ob  die  Richtung  dieselbe,  und  wieTid 
sie  von  der  ersten  abwich.  Der  Winkel  ist  das,  was  direct  ge- 
sehen wird*,  messbar  ist  und  als  Mittel  dient  die  relativen  Rich- 
tungen exact  aufzufassen.  Er  wird  zur  Grösse  vermöge  der  Sätze 
über  seine  Messung.  An  deren  ausführlicher  Erörterung  lässt  es  das 
Lehrbuch  nicht  fehlen,  macht  jedoch  davon  keine  Anwendung  aaf 
seine  Begriffserklärung.  Seine  logische  Beziehung  zur  Richtung  wird 
in  die  entgegengesetzte  der  wirklichen  verdreht  Dies  Verfahren  ist 
ein  Beleg  dafür,  dass  das  Lehrbuch  der  Ausbildung  des  Denkens 
nicht  die  Sorgfalt  widmet ,  welche  der  mathematische  Unterricht  er- 
fordert. Eine  solche  Lässigkeit  in  logischer  Beziehung  wird  häufig 
Lehrbüchern,  welche  die  sogenannte  genetische  Methode  proclamiren, 
zum  Vorwurf  gemacht;  notwendig  damit  verbunden  ist  sie  nicht 

Hoppe. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufenmässiger  Anordnung 
für  den  Schulgebrauch,  nebst  einer  sich  eng  an  dasselbe  anschliessen- 
den Sammlung  von  Uebungsaufgaben.  Von  Dr.  F.  Conradt,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  in  Beigard.  Leipzig  1889.  B.  G.  Teubner. 
176  S. 

Die  Trigonometrie  ist  offenbar  kein  Teil  der  Prineipien  der 
Geometrie,  mithin  als  Lehrgegenstand  gar  nicht  an  den  Cnmis  ge- 
bunden und  kann  beliebig  früher  oder  später  betrieben  werden. 
Betreibt  man  sie  systematisch  erschöpfend  mit  Beschränkung  anf  das 
Notwendige  für  allseitige  Anwendung,  wie  es  woi  meist  geschieht,  so 
beanspucht  sie  keinen  semesteriangen  Cursns,  kann  Tielmehr  in 
wenigen  Wochen  absolvirt  werden.  Dieses  der  Nator  der  Sache  ganz 
entsprechende  kurze  Verfahren  empfiehlt  sich  dadurch,  dass  dabei 
das  Pensum  nicht  grösser  erscheint  als  es  der  Idee  nach  wirklich 
ist«  dass  daher  der  Lehrgegenstand  leichter  zur  Beherrschimg  ge- 
langt Das  gegenwärtige  Lehrbuch  entspricht  der  entgegengesetzten 
AnflEnssnng:  es  betrachtet  die  Trigonometrie  als  einen  Zweig  der 
mathematischen  Schnldoctrin  gleich  jedem  andern  und  sucht  ihn  fta 
Ansbildnng  des  Geistes  und  Erwerbung  nütxlicher  Kenntnisse  w  viel 
ab  mißlich  zu  venrerten.  daher  den  Gegenstand  so  reich  als  aög- 
lieh  zu  entfalten.  Der  Gesichtspunkt  der  Systematik  &lit  hier  weg; 
statt  anf  kürzestem  Wece  das  tjanze  zu  entvickelB,  wird  im  Ge^eateil 
der  Lehrstoff  auf  3  Stufen  verteilt,  so  das5  anf  erster  Stsfe«  vekhe 
dem  Bedürfnisse  der  h^hem  Bünrerscholen  cenft^ea  soll,  «lalttr  bei 
Anvesduttf  anf  Gymnasien  für  eine  Cias^   and  ein  Seaestcr  be> 
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verbundon.  Dio  Aufgaben  verlangen  teils  Ansrechnang  ao8  allge- 
meinen, teils  ans  numerischen  Datis,  teils  Beweise  gegebener  For- 
meln, sind  teils  rein  mathematisch  teils  für  Fälle  der  Praxis  gestdlt ; 
sie  erfordern  kein  Suchen  und  Erfinden,  sondern  nur  Anwendong 
des  Gelernten.  Am  Schlüsse  stehen  4  numerische  Tafeln  für  Drei- 
ecksrechnung. Hoppe. 

Stereometrie.  Lehrbuch  und  Aufgabensammlung  für  SchnleL 
Von  Wilhelm  Winter,  Professor  für  Mathematik  und  Physik  la 
k.  alten  Gjrmnasium  in  Regonsburg.  München  1890.  Theodor 
Ackermann.    115  S. 

Trigonometrie.  Lehrbuch  und  Aufgabensammlung  für  Scholei 
Von  Wilhelm  Winter,  Professor  ftlr  Mathematik  und  Physik  am 
k.  alten  Gymnasium  in  Regensburg.  München  1890.  Theodor 
Ackermann.    78  S. 

Beide  Zweige  des  mathematischen  Unterrichts  sind  in  ange- 
messener Kürze  behandelt,  d.  h.  weder  unnötig  zerspaltet  noch  Aber 
die  Grenzen  der  eigentlichen  Principien  ausgedehnt,  so  dass  der 
Lehrstoff  sich  leicht  als  Ganzes  überschauen  lässt.  Einige  besondere 
Raumgebilde,  welche  zugezogen  sind,  werden  als  solche  bezeichnet 
die  man  übergehen  kann.  Dagegen  ist  auf  Einübung  durch  rech- 
lichen Stoff  an  Aufgaben  in  beiden  Lehrbüchern  Bedacht  genommen. 
Die  Lehre  von  den  Lagen  der  Geraden  und  Ebenen  ist  hier  nickt 
nach  den  Lagen  (parallelen,  normalen,  schiefen),  sondern  nach  den 
Gegenständen  eingeteilt  Die  Deductionsmethoden  sind  die  gewöhn- 
lichen. H. 


Tabellen. 

Vierstellige  logarithniisoh-trigonomctrische  Tafel  zum  Schul-  und 
Handgebrauch  zusammengestellt  von  Adolf  Sickenbergcr,  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  am  Luitpoldgymnasiam  in  Man- 
chen. Zweite,  vermehrte  Auflage.  München  1891.  Theodor  Acker 
mann.    22  S. 

Die  zusammengestellten  Tafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlet 
100  bis  999,  die  trigonometrischen  Functionen  durch  Sechsld  Grade 
nebst  ihren  Logarithmen,  die  Quadrate  und  Quadratwnrzeüi ,  Kabei 
und  Kubikwurzeln  der  Zahlen  1  bis  100.  kleinere  Tabellen,  physi- 
kalische, geographische  und  astronomische  Zahlen.  H. 
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FflnÜBtellige  Idgarithmische  und  trigonometrische  Tafeln.  Her- 
ausgegeben Yon  Dr.  0.  Schlömilch,  Mitglied  der  Eönigl.  Sächsi- 
schen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  Eönigl. 
Schwedischen  Akademie  zu  Stockholm,  der  Kaiserl.  Leopoldinischen 
Akademie  etc.  Galvanoplastische  Stereotypie.  Wohlfeile  Schulaus- 
gabe. Zehnte,  verbesserte  Auflage.  Braunschweig  1890.  Friedrich 
Yieweg  und  Sohn.    151  S. 

Die  erste  der  grössern  Tafeln  gibt  die  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  19909,  die  zweite  die  Kreisbogen  ftlr  alle  Grade,  die  dritte 
die  sin,  cos,  tg,  cotg  für  alle  Sechstelgrade,  die  vierte  deren  Loga- 
rithmen fOr  alle  Minuten.  Es  folgen  noch  Tafeln  über  die  reciproken 
Werte,  Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  natürliche  Logarithmen  und 
Ellipsenquadranten.    Der  3.  Tafel  ist  noch  eine  Reductionstafel  von 

tgaauftg^,  der  4ten   eine  Anweisung  nebst   2  Tafeln   für  kleine 

Winkel  hinzugefügt.  Auch  sind  einige  numerische  Angaben  mit  e 
and  n  zusammenhangend  und  einige  die  Erde  betreffend  aufgenom- 
men. Nach  Vorgang  von  Neil  (vielleicht  noch  Anderer)  ist  durch 
einen  Strich  unter  der  letzton  Ziffer  angezeigt,  dass  der  Rest  negativ 
ist  Wer  sich  indes  davon  Gewinn  für  die  Genauigkeit  der  Reeh- 
nungsresultate  verspricht,  der  möge  bedenken,  dass  derselbe  an  eine 
sehr  lästige  Bedingung  geknüpft  ist.  Soll  überhaupt  der  grösste 
oder  der  wahrscheinliche  Fehler  durch  Berücksichtigung  des  Striches 
kleiner  werden,  so  muss  man  an  alle  fünfziffrig  gegebenen  Decimal- 
brüche  bzhw.  +25  angehängt  denken.  Man  rechnet  also  mit  7 
Ziffern  und  erhält  doch  nur  eine  Genauigkeit,  welche  5  Decimal- 
und  1  Dualziffer  =54-5  Decimalziffem  entspricht.  Der  Gebrauch 
sechszifiriger  Tafeln  wtlrde  bei  geringerer  Mühe  mehr  leisten. 

H. 


Fünfstellige  Logarithmen  für  den  Schulgebrauch  herausgegeben 
von  Dr.  Georg  Kebits'ch,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Lands- 
berg a.  W.    Leipzig  1889.    Fues.    76  S. 

Die  Tafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen  1  bis  9999  nebst 
Differenzen  und  die  der  sin,  cos,  tg,  cotg  aller  Minuten  nebst  Dif- 
ferenzen, dazu  die  sin,  cos,  tg,  cotg  aller  Grade.  Gonstantenwerte 
und  Formeln  sind  angebracht,  wo  Platz  war,  und  am  Schlüsse  einige 
kleinere  Tafeln  auf  1^  Seite.  Die  Einleitung  ergibt  die  Geschichte, 
Regeln  und  nützliche  Beobachtungen  für  das  Aufsuchen  und  das 
logarithdiische  Rechnen.  Im  Vorwort  sind  die  Ansichten  des  Ver- 
fassers über  Verbesserung  der  Einrichtungen  hinsichtlich  des  Schul- 
gebrauchs, wo  es  sich  mehr  um  das  Erlernen  des  logarithmischen 
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Rechnens  als  am  dessen  Anwendung  handelt,  dargelegt  nnd  verteidigt 
Diesen  möchte  man  wol  nnr  zam  kleinem  Teile  zustimmen.  Zanäcbst 
wird  der  Genauigkeit  ein  viel  zu  geringer  Wert  beigelegt;   doch  ist 
dies   Ton  keinem  Einfluss  auf  die  gegenwärtige  Einrichtung.    Aus- 
geführt ist  dagegen  in  der  Torliegenden  Tafel  folgende  Aendmmg. 
Die  negativen  Logarithmen  sind  zerlegt  in   negative  Charakteristik 
und  positive  Mantisse.    Der  Verfasser  sagt  davon,  dass  jeder,  der 
statt  —  1  lieber  9  —  10  geschrieben  sähe,  es  beim  Ausschreiben  leicht 
80  umsetzen  könnte.    Nun  ist  aber  diese  Umsetzung  bei  jeder  Mnlti- 
plication  und  Division  nötig,  wenn  man  nicht  eine  Doppelrechoiuig 
führen  will,  bei  der  man  sich  noch  dazu  leicht  verrechnet;  ausser- 
dem geht  uns  der  Vorteil  verloren,  Mnltiplicationen  and  Divisiones 
mit  kleinen  Zahlen  gleich  beim  Ausschreiben  auf  der  Tafei  im  Kopfe 
ausführen  zu  können.    Ueberhaupt  scheint  der  Verfasser  den  Gnnd, 
warum  die  Charakteristik  samt   der  Mantisse  in  eine  positive  ver- 
wandelt worden  ist,  gar  nicht  erwogen  zu  haben,  wenigstais  ist  m 
Vorwort  davon  nicht  die  Rede^  es  beruft  sich  nur  auf  fremde  Bei- 
spiele.    In  der  Tat  hätte  sich  der  Verfasser  auch  darauf  berafea 
können«  dass  die  Schreibung  der  Logarithmen  der  KreisfunctioBen 
in  den  Tafeln  mit   der  Schreibung,   welche  Anfänger  in   der  Lehre 
von  den  Logarithmen  noch  meistens  zn  Oben  haben,  nicht  in  üeber 
cinsünunnng  ist  Allein  hier  liegt  die  Schuld  an  dem  ZortcUileibei 
des  An&ngsnnterrichts   hinter  der   längst   brannten  veran&ditai 
Praxis,    welche  nnr   Subtrahenden   »  lOL  IOOl  .  .  .   zvlässt.     Wir 
wollen  nicht   R&ckschritie  anf  der  ein«i  Seite«    weil  man  anf  der 
andern  dem  Fortsciuritt  nicht  gefolgt  ist    Vorztge  der  TMüefeadet 
Tafel  sind  unbedingt  auch  ohne  Besrhränking  anf  den  Sdu^gebnick 
folgende  zn  nennen:  zuerst  der  äusserst  deitikke  Drvck.    Se^  zur 
Erieichtenng  des  Au^cheos  dient  es.  dass  jedes  zm^MA  äckthare 
Seitenpar   der  ersten  Tazt-l   die   zn  denseibea  ^    ^ifii.Mifffin  des 
Entzves   gehori^^en   liXX^  L^carithnen.   das   der  trigoagMeamka 
Tatel  gende  einen  Grad    nmiasst    Nai*lMih»nnj|s*«t   ist  aadk  die 
Ancfünuk^.  nach  der  die  Einleitung  n»i  das  Vorwort  aas  Eftäe  dn 
Bnchs   perid;   isi     l^mrch  wird  dea    Reckaer  das  z«israähc»de 
Nackbiiatert  sac&  «Ma  Anfang  dtx  Tafr^  crs]«rL    Kaxa  a^  Vorzug 
lässi  es  skk  ^jifdc^nen«  dass   die  PnLi<ir:k'xahie&je  Äsr  nilmnin 
nickt  CKlekea :    iean  die  ft^^eiü^ea  Taf«^   x^fko.   sfiMcke  sa  der 
B«:^   xkk:    ax     Eber  »jcktie    txsxl   oe   AztcaJif    öet  PlfcieMen 
tKerkdOTa  ftr  tbertüssät  frküriit«   da  3Lai  ä;.  ihr»  *c^  ax  den 
£a:&i  oer  SeiTe  bäcl»a  rz  skss«i.   ax  kfr  iskr^ssn  ZaiC 
VM  zwar  ix  RA:ä:3ä:k:  ax:  rziöf»r±k«:es  zi:«:^  caiBKr         HL 
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A.  Nagy:  Uober  die  graphische  Darstellang  der  logischen 
Grössen. 

F.  Enriques:  Einige  Eigenschaften  der  Baschel  von  Homo- 
graphien  in  den  Säumen  von  n  Dimensionen. 

F.  Brie  sc  hi:  lieber  die  Reihenentwickelung  der  hypereUipti- 
sehen  Functionen  c. 

6.  Loria:  lieber  die  Anwendung  derJacobi'schen  Functionen 
zum  Studium  der  schiefen  Linien  4.  Ordnung  1.  Gattung.      E 


Jomal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas  publicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  Academia  Polytechnica 
do  Porto,  Socio  de  Academia  Real  [das  Sciencias  de  Lisboa,  etc. 
Vol.  IX.    Coimbra  1889. 

Der  9.  Band  enth&lt  folgende  Abhandlungen: 

D.  Leite:    lieber  eine  parametrische  Darstellung  der  Corven 

1.  Geschlechts. 

J.  B.  de  Cabedo:  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes.  ~  2  For- 
meln der  Analysis. 

E.  Cesäro:  Bemerkungen  über  verschiedene  Artikel  betreffend 
die  Theorie  der  Reihen. 

G.  Pirondini:  Ueber  die  sphärischen  Linien. 

G.  Loria:  Note  über  2  Anwendungen  algebraischer  Elimination. 

F.  GomesTeixeira:  Einige  Punkte  der  Theorie  der  bestimmten 

n 

Integrale.  —  Ueber  das  Integral   /   cot  (op—a)  da;.  —  Anwendungen 

einer  Formel,  welche  die  Derivaten  beliebiger  Ordnung  von  Func- 
tionen gibt  —  Note  über  die  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen 2.  Ordnung. 

A.  Gutzmer:  Note  über  einen  Punkt  der  Reihentheorie. 

J.  P.   Teixeira:    Ueber   die    doppelperiodischen    Functionen 

2.  Gattung.  —  Ueber  die  elliptischen  Functionen. 

M.  Lerch:  Ueber  eine  stetige  Function,  deren  Derivirte  durch- 
weg unstetig  ist  —  Neuer  Beweis  einer  Formel  von  Eirkhoff. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  die  isogonale  Transformation  von  W. 
Roborts.  —  Ueber  die  Entwickelung  von  sinntp  und  cos  nfp  nach 
Potenzen  von  sing). 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Ueber  3  Formeln  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen.  H. 
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Nieaw  Archiof  voor  Wiskunde.  Doel  XVII.  Amsterdam  1890. 
Sikken  cn  C^. 

Der  17.  Band  enthält  folgende  Abhandlangen. 

J.  C.  Kluyver:  Lösung  der  12.  Aafgabe.  (Oefragt  nach  dem 
Grade  eines  ebenen  geom.  Ortes.) 

W.  Mantel:  Studio  über  die  Bewegung  eines  materiellen  Punkts. 
(Lösung  einer  Preisfrage.) 

H.  Onnen:  Bifocale  Curven. 

P.  Molenbroek:  lieber  die  rein  rollende  Bewegung  eines  Kör- 
pers auf  willkttrlichci  Fläche. 

A.  J.  A.  Prange:  Das  eine  und  andre  über  neuere  Algebra. 

A.  D.  van  der  Harst:  Allgemeine  Beweise  ftlr  wichtige  For- 
meln aus  der  Goniometrie  und  sphärischen  Dreiecksmessung.  — 
Polartrieder  und  Polardreieck. 

F.  J.  van  den  Berg:  Bestimmung  eines  Dreiecks  aus  gegebe- 
nen Halbirenden  der  Aussenwinkel. 

Th.  B.  van  Wettum:  Hamilton'sche  Quaternion  als  Caley'sche 
Matrix. 

P.  J.  Helwig  J.  Az:  Winkeltransversalen  des  ebenen  Dreiecks. 

M.  d'Ocagnc:  Neue  Methode  sin ma  und  cos ma  als  Function 
von  sina  und  cosa  zu  berechnen. 

J.  W.  Rasch:  Geom.  Ort  der  Wurzelpunkte  einer  hohem 
Potenzgleichung. 

C.  Stolp:  Inhalt  des  Kugoldroiecks.  .  H. 


Bulletin  de  la  Societe  Mathdmatique  de  France.  Publiö  par  les 
Secr6taires.    Tome  XVIII.    Paris  1890. 

Der  18.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

R.  Perrin:  Vollständige  Theorie  des  Systems  zweier  quadra- 
tischen temären  Formen. 

E.  Carvallo:  Quaternionen-Formoln  zur  Roduction  der  viel- 
fachen Integrale  auf  einander. 

Ch.  Bio  che:  Ueber  das  ds^  der  Regelflächen.  —  Bemerkungen 
über  die  Krümmungslinien,  welche  durch  einen  Nabelpunkt  gehen. 

M.  d'Ocagne:  Bemerkungen  über  die  isogonalen  Transforma. 
tionen.  —  Ueber  die  Anwendung  der  parallelen  Coordinaten  zum 
Beweise  eines  Satzes  von  Chasles  bezüglich  auf  die  algebraischen 
Flächen. 

Nanny  Lagerborg:  Ueber  das  Problem  der  Bewegung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 
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i\,  h.  \,iL\%AnU  IJütKi*  di^  analytische  DarstelloDs  der  ebesen 
VWMu-m  Mild  ilin;r  T/5ilmif(,  —  Aasdrack  des  Products  der  Bino- 
mUm\t'Aivt\\v\m\PM.  —  Ki^'^nscbaft  der  algebraischen  Flächen. 

il  KimuiIkn:  IJulHfr  die  Oscillation  der  Winkelgeschwindigkeit 
Im  il<«r  H<iwiiKiin((  Atniss  Ntarron  Körpers. 

M  VunvMiii  Hntnf'fkungen  Aber  die  Methode  der  Perimeter 
twT  ilurnrJinittig  dnrZahl  n,  —  Uebor  eine  Vereinfachung  einer  Lame- 
Ni'hnii  UnchniiiiK  hol  ninnrn  Wochsoi  der  Yariabeln. 

IIAKhlni  Noti)  Ubor  don  Joachimsthal'schcn  Kreis.  —  Näh^ 
nititfNiitolhodii  für  Horociinung  dos  Trägheitsmoments  und  die  Lage 
tlim  Hohwt«r|mnktN  olnos  obonon  Fläcbenstücks. 

K.  Iiiioasi  Natur  dorWursoln  oiner  biquadratiscbeu  Gleichang. 

Wollli  llobor  oiuo  Kigonschaft  oinor  Classe  algebraischer 
Turvon. 

A.  Manu  ho  Im:  Krümmungsradius  oines  Kegelschnitts.    H. 
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uumcrirt  für  Verweisung  im  vorausgehenden  Texte  auf  dasselbe. 
Die  Mechanik  ist  mit  gutem  Grunde  ganz  ausgeschlossen  worden. 
Da  die  Dynamik  erst  mit  Newton  ins  Lehen  tritt,  die  Statik  zwar 
Anfänge  im  Altertum  aufweist,  doch  erst  gleichzeitig  systematische 
Wissenschaft  wird,  so  fehlt  die  historische  Beziehung  zu  dem,  wofür 
das  Buch  bestimmt  ist.  Das  Ganze  ist  mit  viel  Geschick  and  Fleiss 
bearbeitet  H. 


Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton.  Von 
Kart  Lasswitz.  Zweiter  Band.  Höhepunkt  und  Verfall  der  Cor- 
pusculartheorie  des  siebzehnten  Jahrhunderts.  Hamburg  and  Leipzig 
18D0.    Leopold  Voss. 

Der  1.  Band  ist  im  34.  litt  Ber.  S.  14  besprochen.  Der  2.  Band 
behandelt  eine  Eutwickelungsperiode,  in  welcher  die  Atomistik  kein 
Thema  für  sich,  sondern  nur  ein  Element  in  der  Gestaltung  der 
Ph^-sik  noch  bilden  kann.  £r  giebt  die  Geschichte  des  Ringens  nadi 
einer  exacteu  allgemeinen  Grundlage  der  Physik,  haoptsäcblich  d^ 
Mechanik.  Die  Aufgabe,  ein  solches  Werden  in  brauchbarer  Gestalt 
darzustellen,  enthielt  mehr  als  eine  Forderung,  deren  ErföUang  sieht 
leicht  war.  £s  genügte  nicht  über  bestimmt  Torliegende  Tatsachen 
zu  berichten,  vielmehr  war  es  nötig  die  Tatsachen  so  anszuwihlen, 
dass  sie  den  jeweiligen  Standpunkt  in  der  Klärung  der  Begriffe  re- 
präsentirten.  Diese  werden  nicht  durch  die  herrorragenden  und 
bekannten  Weii^e  ausreichend  dargeboten;  Ti^mehr  sind  auch  Tide 
wenig  gekannte  Schriften  für  den  genannten  Zweck  ans  Licht  ge- 
zogen worden.  Erste  Bedingung  ist  natürlich  K^intniss  ud  riditige 
Auffassung  des  Endresultats  der  Entwickelung;  ohne  sie  ist  es  nicht 
möglich  einen  Einblick  in  den  Teränderten  Ideengaag  zu  gebe»;  sie 
lisst  sich  auch  hier  in  der  geschichtlich«!  DarsteUung  nicht  Ter- 
missen.  Der  Anfang  des  2.  Bandes  freilich  giehl  nur  Anlass  das 
Gegenteil  zu  erwarten.  Der  Verfasser  constadrt  nialich  als  epoche» 
machend^i  Fortschritt,  wdcher  die  Bahn  zur  Erschaffung  der 
l)ynamik  eröffnet  habe,  «.einen  neuen  Begriff  der  Bewefu^**,  deriich 
Ton  dem  alten,  der  cansal  indifferenten  Ortsr^^inderuig ,  dadurch 
unterscheiden  solL  dass  die  Bewegung  als  intensive  Rfaiitit  ib  Zeit- 
■UNttent  au^iasst  wemie.  Wissenschaftliche  Begriffe  kteaea  aller- 
dings sich  rerindem  und  weit^e  Bedeutung  gewinnen.  In  diesea 
Falle  aber  ist  es  nichts  als  ein  fKvetisdier  Tropus,  wenn  der  Be- 
we^uag  als  solcher  Eneipe  zuceschiiebea  wird.  Wir  Üben  allen 
Grund  hier  an  der  ntchtemen  Lc^  festzuhalten.  veO  jeaer  Tropus 
KosBophantasten  oft  als  ICiud  geidieiit  ha:  ihren  ErxevpnMn  hei 
Laien  Fingang  zu  Tcrsc^affien.  Der  Betriff  derBewvu^  Bt  WKh 
IMS  denelhe  rMieken;  «er  IPnd|inaki  twr  BtMtH^  Wvqgt 
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Schultz.  P>8tcr  Teil.  Mathematische  Orondlagen  des  angewendeten 
Proportionioraugs-Systems.  Mit  60  Holzschnitten.  Hannover-Linden 
1891.    Carl  Manz.    4<>.    124  S. 

Vor  Behandlung  der  mathemaüschen  Grundlagen  gehen  einlei- 
tondü  Bomcrkungon    kurz   auf  ästhetische  Fragen  ein,   wiewol  nur 
um  über  besteheudo  Meinungen  zu  berichten.    Es   wird  constatirt, 
dass  die  meisten  Kunstverständigen  die  Harmonie  der  Kanstwerke 
für  einen  gehoimnissvollen  Vorgang  ausgeben,  dessen  sich  der  Kflnstkr 
nicht  bowusst  werde,  unter  ihnen  viele  sogar  die  Möglichkeit  fetter 
SchOuhcitsgescUo   bestreiten,   während  andere  die  Möglichkeit  zn- 
gosteheu,   doch   für  notwendig  halten,  dass  der  EOnstler  ach  der 
iiesetxo   nicht  bcwusst  werde.    Dem  gegenüber  stellt  der  Yerfuner 
die  von  ihm  geteilte  Ansicht,  dass  das  Gesetz  der  Proportioiialitit 
in  der  Tat  als  bindendes  esistirt,  stützt  dieselbe  jedoch  aUea  aif 
historische  Autorität    Dies  würde  darauf  hinanslanfea^    da»  alle 
künstlerische  Productivität  eine  dämonische,  alle  Kritik  ohne  eigeae 
Kuii^Ündang  nor  aus    vorhandenen    Kunstwerken   abstrmhirt   wäre. 
8olUo  nun  unter  den   „kunstverständigen""   keiBO-  sein,    deai  der 
Grund  dos  Eindrucks   zum  Bewnsstsein  gekoBaea  wäre?   IhMu 
wivnigsteas  ist  ja  das  Bewusstwo^iem  mkht  verboten,  wwi  et  kielet 
sich  tur  Beobachtung  nnd  Vei^leichB^  am  a»derm  Künstea  (MiiBk, 
Dichtui^  B.  4.)  mnd  an  Xatus^hüdea  iKirstaUem,  Bluaea,  Tan- 
t»ptVa  «L  4.  ein  weites  Feld  dar«    Es  ist  kichx  b^greidick,  da»  ein 
beiwi  erste«  Anbück  erschöpfend  aB^ekrmtes  Gesecz  keiaea  Eüuirwck 
«aacht«   ein  ganz  «ivcrsU»a2iches  G«se(z  eben»  veug,  veü  beide 
l^kUe  nicht  dazm  asiockeaa  kuUMa  a^hr  zn  eaidftrkfn     I>er  Beii 
der  S<^{^sbcit  lässt  sich  »ar  lern  tob  beidem  Extrenea  sacbea:  ein 
das  aaaanieihar  percqvne  abersxe^geades  dancageJMMes  Geaesz  anas 
fMhai  wt«>aka.    l>ass  die  ureazea  des  <v«bKftes  der  %baaaic  ^^  *^ 
\V4kar  aad  Zeiwa  dicseubea  scäa  w^dca.  iiett  sica  acboL  Toa  selbst 
aicht  aaaehac««  aaä  öe  Mscbicäae  der  Mnsik  widixkigx  es  aagea- 
ftulii:.  iadoa  iaz  Aizertaaie  as  HaraiMOf  c»  Scnwxapo^svn^aait- 
wsse  1«  t,  ^  aasreMibseiL  w^bneac  jfss;   du  £ue?Efifl&   oer  Zabi  d 
dara  ertewrJtK*!  isc.    dieacberwe»e  kaaa  aaii:  aact  bkäl  iiehiipifa, 
dass*  ^  aj;gn»cbBcbe  Arg^nfkianik  ew^  6i?saTif  ity  ImiiiTiAia..  Ijaes 
aKss  aack  der  Vcruaacr  aicK  TicaK«  er  rongTuTr;  anr^   daas  dm 
IViborecbmi»^  dar  alica  Maseae  las 
£rM4g  aa^w«ee    Iz  der  Ta:  wiirdi 


n  erpeuiCL. 
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populär  gebalten,  doch  werden  Viele,  die  ohne  dM  im  Angemdnen 
gleich  urteilen  wttrden,  die  zn  berflcltsichtigenden  Punkte  nicht 
gleicherweiie  beachten.  Die  Urteile  des  Yer&ssers  erregen  mlfacli 
den  Wunichf  daii  denen  Arbeit  nicht  vereinzelt  bleiben,  sondern  in 
den  Arbeiten  Gloichbegabtor  bei  verschiedener  Anffassung  ihre  Gon- 
trole  flndon  möge.  Die  Kritik  kann  die  Controverse  nicht  ersetzen, 
weil  sie  viel  zu  sehr  an  den  Oedankengang  des  Verfassers  gebonden 
Ist«  Hoppe. 


Der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik.  Antrittsvorlerang 
gehalten  am  ^lA,  October  1890  in  der  Aula  der  Universität  Leiptig 
von  Dr.  Friedrich  Engel,  ae.  Professor.  Leipzig  1890.  Alfred 
LorouU.    ai  S. 

Der  Geschmack  ist  derjenige   Sinn,  dem  man  am   wenigsteni 
01\)ectiYitftt  xuerkeunt  Daher  gebraucht  man  das  Wort  (gemäss  den 
Spruche:   Do  gustibus  non  est  disputandum)   für  eine  bevorzugende 
Wahl  ohne  Bewusstsein  rationaler  Rechtfertigung.    Bei  gleicher  Alf- 
fatsuug  lenkt  der  Verfasser  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Bevorzagng 
der  Methoden  der  Mathematik,  die  er,  weil  sie  durch  Kflrze  lickt 
ausn^ioheml  bestimmt  sei,  etwas  voreilig  f)Ir  Sache  des  Gesehiuds 
erkUrl.    Man  durfte  wol  erwarten«  dass  er  vorher  andre  ratioiak 
Vor<Ugt\  Eiuheitliohkeit«  Durchsichtigkeit  Uebersichtlichkeit  a.iw^ 
)u  IVtrachl  g^jogt^u  hatte.    Selbst  die  Tatsache,  dass  die  IndiTidiei 
«uilWuh«  Wahl  der  Methode  treffen^  Usst  itie  Möglichkeit  bestek«. 
da:»»  jeder  sich  der  GrUnde  bewusst   sei;   denn  dar  Eine  hat  wAx 
intensive«   der  Audr^  mehr  extensive  Begabvng.    Die  BezekkiiBf 
von  MeIhvHleii  als  elegant  erwakhnt  der  Terfasser  nur  ui  sie  m«r- 
w^rli^ii.    Dvvh  UM  den  Get^Huaack  kaadelt  es  skh  im  weiten  ibcr- 
haik^  nkht  mehr.    Znn^chs^  ist  es  ein  raöooaler  Tacxnig .  te  <in 
Veräuis^er  anf  die  Itolgende  SpeviälbetriichaLDg  fährt«  der  oiB&ä. 
dN^d^  inr  Her{eitiin(^  keifte  der  An%abe   fremden  Objecte  venaatft 
w^^rdett.    Ket^  ^etsl  voraKi.   dass  die  in  die  DedujL^tioa  «mcROsiiiieii 
O^er^ii^men   ihre   Objecte   tnaerhiilh    «kcjemt^sea   Gruppe    bdaffieo. 
weivher  ^Mch  dü^  Vi»e«itch(e  4itgehi)rv    6i:i  hiertier  war  es  m  li-* 
g^he^  Wische  det  6rtippe  Gceofien  setste.    ^cztaher  ^oc  ^T^s^ 
äB$:jier  3kiu   «ieit   Fiil   ilder^  wii  ia»   Gesucate  einer  bescmmten 
i>mt^pe  ;iJi|^Orea  $oIL  omi  ^eii^  ües  ;yi  ieui  Buispieien  ier  ^jmäSr 
^'heot  IM^oiilitai^  der  GIeti:hiim$en .  vier  pn^ectiTzaciiea.  its*  Hm?a. 
der  tine^feit  v»evmecn»^    Hier  hamkit  e^  sidi  niidic  neiir  m  ^^^^ 
schiedene  W«*^  vt  Reichem  Zieie:  denn  Kttal  und  ZwiidK  and  > 
iiti^itHck  ^eräcoieuen ;  nicoc  weLcoe  Mediüua  ama  jnwema» 
Visisenadittctscweti^  mmn  oniiwa  wdl.  iit  der  WtwL 
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so  LüUrartMchßr  BwiAi  XL, 

keinon  rochton  Anlass  dazu  sieht,  was  auf  die  VerrnntuDg  filhrt,  din 
das  Systomatisiren  das  Hauptinteresse  des  Verfassers  sein  mag. 

Hoppe. 


Schaltrigonometrie.  Von  Dr.  Theodor  Walter,  Direktor  der 
Grosshenoglich  hessischen  Realschale  tu  Bingen  am  Rhein.  HiBe 
a.  S.    1891.    Bachhandlang  des  Waisenhanses.    80  S. 

Das  Lehrbach  anterscheidet  sich  besonders  dadorch,  dass  dsrii 
die  Goniometrie  leblt ,  and  dass  es  anch  die  Bedeotong  der  I>rn- 
eeksn^lationen  aaf  die  Anwendang  znr  nomerischen  Beredumg  sb 
aamerisohen  Datis  beschränkt ,  diese  Anwendang  dagegen  prindpieü 
in  gri^ss^'rer  An^ltUhrtichkeit  behandelt,   als  es  sonst  ra  geadbchci 
|4e|j:l     K$  wird  dem^nOss  erst  Sinas«  dann  Cosinos,  dann  Taacens 
«nd  Cv^tan^ns.  j^\ier  einzeln   ',fikr  Winkel  *<^;  erkUrt.  <&  ihn 
betretenden  Formeln  entwickelt   and  der  Rechnan^sgazig   «okU 
dann  aber  alle  in^srnmea  erst  Mnsterbeisptele«  dann  rebaiusiKis^e]« 
^^e^eben.    'Imm  Schlossi^   werden  noch   die  Foroein  fitr  das  reckt- 
winkU^  spb3artsche  I>rvieck«   wi^wo^  ohne  Anwenduig.  barzeliäfiflc 
nnd  ant   ^  Seiten  ein«  Tiersteilid:e  Tabelle    der   LogartdumBL.  ia 
Sin«»^  Co^ns«  Tan^n^  ax:^<esceilt.     Als  Mocrr  tisr  BesckrlaksBg 
$ib<  di«  Vorreik  as.  dass  i^v^'b:  icr  U:i:efrü:kt  einkeitlidber  weräe. 
KutbeicSk^bier  wini  er«   «£is    I;Lssc    «ick   ^eilkä  aükt  lengaen.  van 
^b^  iitrck  »iiK  FiJuetfiilCfiHC    Es  tsc  aber  «eraie  das  xeiscaiiiieiiBe 
KWohmc.  w;fts  kier  4a:^cesckL0«sen  wiri:  xnr  «nis  Tii  nhn  il  iiniMi|ii 
KKcbn^a  bvetbc  und  wtni  Vj^jrrnK.    Ferner  wird  in   ier  ^iccm 
iS^  ^^tti^metrttf  eüi  latscmmeac  ier  AsoItss  ^enaonc     las  2C  se 
13  ^^«ftcbem  Sinne  '▼»  üe  ^>«uice  Aljribrx    So'veniir  iö«ff  fie  Ajswn 
ier  ScooLLe  iicä  xi£  inmerscäe  AufOsonic  ^on  Gieicnnogen  besenriaäi. 
$a  wenig   t>«  ^üi  l'«ioer^iiea   üi  üe  Ajaiyss  isc  ins  se  lile  liice- 
bri£;$ca^a  ^ed:«iii(tixg^u  Ji  v'jlier  itoüneiniieLC  indidlt.  «uweniir  iiamt 
aoca    ier   >v'«iuiTiarerT*.C!ir    üe  x*iaiuaie{r!SL*äeii   ääiacunea    n«   -fui 
xemuet^  v.^Oiec  ^ecrfecüoea.      Soil  üe  rrwraümecre  üs  SacäfinciK 
^eort  wvrien«  su  unss  se  *Ji  -«rster  Linie  mt  lü^omenien  rmsea 
r^Sioea.    imi  huti  .si   Jir    üe    uuniumetre  mfiabeflmiJL 
!ica  '^  locii  :;ini»  Ac^nsserun^  m    ier  ^iCTSiifl  m  "lestTHtea. 
weicüer  mn  <eK«*nwär*:ic  'xrstt'JQC  läp*.  ien  Z^hrssauS  za,  le^dirliiiBra. 
!^rat  ^aoix    '^un    it'r  V:;rnii£9ier    iorrii    lie   r^iaiuiie  Be^scäruiisaiar 
!bKünang  :tt  "i^ren.     >K*aer^   l-^ixmiicater  »»ff?a  an   xex^sxe*! 
Streöen  ieu  V:i*vrri:är    ui  itr  rrmnümttt»  icofiidi   luca 
«t^^ttäeiiiieo.     W-qq   üso    ier  '7'-iFra£«e^  ^cä   ist    ^^^art  3aitcs-'s 
y^cüera^  iie  \nimonfeeti?e  m  'je«c*in&ixiS!Ht   lervt.    » 
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